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Nociones generales concernientes á la extensión. Pi E 

1. El espacio que los cuerpos ocupan tiene tres 
dimensiones, longitud, latitud ó anchura, y profun- 
didad , grueso ó altura. 

Los límites de los cuerpos son superficies, que so- 
lo constan de dos dimensiones, cuales son longitud y 
latitud. ] 

Los límites de las superficies ó sus mutuos encuen- 
tros son líneas, las cuales no tienen mas de una sola 
dimension que llamamos longitud. : 

Los límites de las líneas ó sus recíprocos encuen- 
tros son puntos que no tienen dimension alguna... 

2. La línea recta es el camino mas corto por don- 
de se puede pasar de un punto á otro, 

La posicion de una línea recta se halla determina- 
da por dos puntos, y no es posible prolongarla á ma- 
yor distancia sino de un solo modo. 

El plano es una superficie á la cual se puede apli- 
car una línea recta en todos sentidos. 


PRIMERA PARTE, 


SECCION PRIMERA, 


mI 
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De las propiedades de las líneas rectas y cira 


culares, 


Definiciones y nociones generales... ia 

En los Elementos de Geometría no se consideran 
mas de dos especies de líneas, á saber: la línea rec- 
ta, y la línea circular, cuyos puntos hallándose to- 
dos situados en un mismo plano, distan igualmente 
de otro punto tomado en el mismo plano, y llama- 
do centro. 


Las. rectas que miden la distancia de cualquiera 
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1v 
punto de la circunferencia 4:su centro , se llaman 
radios del círculo: una parte cualquiera de la cir. 
“uulerencia se llama 4rco: por círculo entendemos 
la porcion de plano terminada por todas partes por 
la línea circular. y 
A fin de determinar todos los puntos que se-ha- 
llan 4 una distancia dada de un punto dado, debe- 
mos describir'desde este último: como centro , y con 
un radio igual á la distancia dada , una circunferen- 
cia decano ias 
4. Medir la distancia de dos puntos ó la longitud 


- de una recta, es investigar cuántas veces en esta rec- 


ta está contenida otra recta adoptada por unidad. 

En general, medir una recta con otra es investi- 
gar la relacion que tengan estas dos líneas entre sí, y 
averiguar si hay alguna otra línea:mas pequeña que 
se halle contenida un exacto número de veces en am- 
bas , y que por consiguiente sea la medida comun de 
es erorsnranonico ro LC RS LAVA MIRADO 

$. Problema. Siendo dadas dos rectas , determi= 
nar su comun medida, ó cuando menos la próxima 
relacion de la una 4 la OtrA.cuoniómeneinsiesiem 

6. Una recta no puede encontrarse con otra mas 
QUSico Ma solo On tOrsteaico e e 

7. El espacio indefinido, comprendido entre dos 
rectas que se cortan en un punto, y que podemos 
imaginar” prolongadas cuanto queramos, se llama 
ángulo. 

- El punto en que se encuentran las líneas ó lados 
que forman el ángulo, se llama vértice, 

8. Dos ángulos son entre sí iguales, siempre que 
colocados el uno sobre el otro se cubren perfecta- 
mente, 

Para que se verifique la igualdad de dos ángulos, 
no es necesario que los dos lados del uno tengan exac- 
tamente la misma longitud que los del otro; basta 
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para ello que se cubran el uno al otro en la parte 
que les sea COMIM.aioconiióncinanión dee rior nacos: 
9. La porcion respectiva de dos rectas depende 


«del ángulo que entre sí forman. 


Una línea es perpendicular sobre -otra.,, siempre 
que forma con esta otra. dos ángulos iguales, 

La perpendicular no se inclina mas hácia un lado 
que hácia otro de la recta á la cual encuentra. 

Losiángúlos que estas rectas forman: se llaman 4n- 
gulos rectos. a : 
+ Todo ángulo/menor «queuno recto se llama 4n- 
gulo agudo, 

Todo ángulo mayor que uno recto se llama 4n- 
gulo obtuso. ] 

Todos los ángulos rectos: son entre sí ignales........ 

_s1o» La suma de todos los ángulos que se pueden' 

formar de un mismo lado de una recta, y tomando 
por vértice á uno cualquiera de sus puntos, equiva- 
le en todos casos á dos ángulos rectos , sea cual fne- 
re el número de los:ángulos propuestoS....ememsaseoios 

11.0 Siempre que una recta cae sobre otra, for- 
ma con esta otra. dos ángulos, que reunidos equiva- 
len á dos rectos. viog 

¡Dos rectas que entre sí se. encuentran, forman al 
rededor de su mutuo punto de encuentro cuatro án- 
gulos de dos cuales dos:4+ dos son opuestos por el 
OELESC ERICA INE AORAIA IA ASE aIINOS OIMITSII IAS 

12. Teorema. Los ángulos opuestos por el vérti- 
EIC 

13.0 Corolario. Dos perpendiculares forman entre 
sí cuatro. ángulos rectos. 
_ La suma de todos los ángulos quese pueden for- 
mar al rededor. de un punto, no vale nunca mas que 
cuatro: rectos. y ; 

No:es posible encerrar espacio alguno por un nú- 
mero de rectas menor que tres', y este espacio se Jla= 
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vI ' 
ma triángulos... Aanriiresnnorincaia cionado ones - 

I5.. La suma de dos lados de un triángulo es ma= 
yor que el tercero, 

Si en el interior de un triángulo tomamos un pun- 
to cualquiera, y desde este punto tiramos rectas á 
dos de los ángulos del triángulo, la suma de estas 
rectas será menor que: la de los dos lados del trián- 
gulo que las envuelven. 

Seis cosas pueden distinguirse en un triángulo ; 4 
saber , tres ángulos y tres lados, 

Existen entre estas'seis cosas relaciones necesarias, 

16. Teorema. Siempre que dos lados de un tri 
ángulo sean respectivamente iguales 4 otros dos de 
otro triángulo, y que el ángulo comprendido por los 
Primeros sea igual al formado por los segundos, ha- 
brán de ser iguales en todas sus demas Partes... 

17. Un triángulo se halla enteramente determi = 
nado con solo que se conozca uno de sus ángulos, y 
los dos lados que lo comprenden. OS 

18. Teorema. Siempre que dos triángulos tengan 
un lado del uno igual á otro del otro, y que sean 
respectivamente iguales los dos ángulos adyacentes 
en ambos, habrán de ser perfectamente iguales los 
trián gulos........ lA. 

19. Si dos lados de nn triángulo fueren respecti. 
vamente iguales á otros dos de otro triángulo , y que 
el ángulo comprendido entre los Primeros sea menor 
que el "comprendido entre los dos últimos, el Jado 
opuesto al mayor de estos dos ángulos deberá ser 
mayor que el opuesto al otro.. O OT 

20. Corolario. Dos triángulos cuyos «tres lados 
son respectivamente iguales cada uno 4 su Corres- 
pondiente-, son iguales en todas sus PU ida 

+ 21. Dados que nos sean con separacion los tres 
lados de un triángulo, describirlo erección... 

22. Observaciones, Para que se pueda formar ua 
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23 


24 


4 


26 
27 


triángulo con tres líneas dadas , es indispensable que 
la suma de cualesquiera dos de ellas sea mayor que 
O o o ANA 
23....Problema. En un punto dado, tomado en 
ina recta dada , construir un ángulo igual á- otro 
aia o r00 Oran Nec 
24. Dado que nos sea un triángulo, construir otro 
que le sea igual:, empleando en la construccion de 
este último uno de los ángulos del primero, y los dos 
lados que lo comprende. comicios: 
25. Dado que nos sea un triángulo, construir 
otro que le sea igual, empleando en la construccion 
de este último un lado del primero y los dos ángu- 
los adyacentes.. 


Arnot 


De las líneas perpendiculares y de las oblicuas... 


26... Teorema. Las líneas que parten de un mismo 
Punto cualquiera de la perpendicular, y que se apar- 
tan igualmente de su pie, son iguales; y las que mas 
distan son mas largaSvccecioncncatiserices se 

27... 1.2 Corolario. Dos oblicuas iguales caen ne- 
cesariamente 4 diferentes lados de la perpendicular, 
y á igual distancia de su UA A ON 

20. 2.” Corolario, La perpendicular es la línea 
mas corta de cuantas pueden tirarse de un punto á 
una recta dada, cuando caiga en el medio de esta 
recta, tiene todos sus puntos igualmente. distantes 
de las dos extremidades, de las cuales distan desigual. 
mente todos los puntos tomados fuera de la perpen- 
dicular, De un punto á una recta no es posible tirar 
O A E 

29. Problema. Tirar sobre una línea dada una 
perpendicular que la divida en dos partes iguales... 

30. Problema, Por un punto dado en una recta 
levantar una perpendicular Á esta reCld remos». 
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31. Problema. Por un punto tomado fuera de 
una recta, bajar una perpendicular sobre ella........... 

32% Teorema. Dewun punto tomado -fuera' de 
una recta, no puede bajarse: sobre ella mas de una 
sola perpendicular. Lo mismo se verifica:aun cuan- 
do se tome el punto sobre-la misma-línCa mincisióniós 

33. 1.2 Corolario. Dos rectas perpendiculares á 
una tercera nose encuentran jamas , por mas prolon- 
gadasque las supongamos, ya sea hácia la parte de 
arriba, ó hácia la de.abajo de esta última. .cóooe. 


34. 2. Corolario. Dos triángulos cada uno de” * 


los cuales tenga: un ángulo recto, son “iguales: 
1.” siempre que ademas sean iguales los lados res= 
pectivamente opuestos 4 los. ángulos.rectos, y algu- 
no de los otros ángulos sea igual á su correspondien- 
te: 2.?.Cuando ademas de: tener iguales“ los' lados 
opuestos á los ángulos rectos, tiene tambien cada 
uno de'ellos uno de los otros lados igual 4 otro de 
JOS POLLOS ovalo cota Rir tion vii anotadas eriDrliailaiioos 
35: 'Observaciones.El segundo caso de igualdad 
de' que. acabamos do. hacer-mencion-;'relativo' 4: los 
triángulos que tengan un'4ngulo recto ; no conviene 
generalmente 4 todos los de MaSicicinaninanaadrainiciinaons 
136. Teorema. Cuando dos lados de un triángulo 
scan entre sí iguales , los ángulos opuestos á estos la= 
dos, lo: serán* tambien; y' cuándo sean desiguales el 
mayor de ellos se hallará “opuesto'al mayor ángulo. 
37.0 Corolario. Si'dos ángulos de un'triángulo 
son entre sí iguales, los lados opuestos á estos ángu= 
los habrán tambien de serlo entre sí. El mayor de 
los lados es el opuesto al mayor de los ángulos. Fi- 
nalmente, siempre que:sean entre sí. iguales! lós tres 
lados de cualquier triángulo”, los 'tres' ángulos lo* se- 
rán tambien entré sí, y recíprocamente 
38.*'Los triángulos cuyos ladós'son todos desigua- 
les, se-llaman escalenos; los-que tienen iguales dos 
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37 


de sus. lados, ¿sósceles ¿los que todos «sus“tres la= 
dos entre sí iguales, equildterOs cesar, 


Teoría de las paralelas bs maialasó 

S mi 20 p 3 1 y +2 
39. Dos rectas que, aunque: situadas en:un mis- 
mo plano, nose encuentran jamas por mas que: se 
prolonguen,,se llaman paralelas entre Shureion 


Son , pues, .entre .si:paralelas dos rectas quesean”. 


perpendiculares ámna tercera SA ION 
40... Nota; Siendo;; una: recta perpendicular á 
otra, cualquiera otra recta que sea oblicua á esta, si 
se la prolongar suficientemente, encontrará necesaria- 
mente, 4yla Primera llanos 
Nota en que se hace ver esta proposicion... 


41.» Teorema: Guando..dos. rectas. sean paralelas, * 


todas las que fueren ¡perpendiculares 4 una ¡de ella, 
lo habrán al.mismo tiempo de:ser 4 la Otra... 

42... Corolario. Dos rectas paralelas 4:una terce- 
19, son paralelas entre Slrserrrrrrrraoriinnacrndiónn coria 


llan cortadas por una, tercera.,.los ángulos: que ellas 
hacen con esta última .en un mismo lado, el uno en 
la parte. de ¿afuera y: el 'otroen la de adentro, son 
iguales entre sí ¿ 


44. Teorema Siempre que dos rectas hagan con 


Primas ARA ARR IR rr nr rr tan narra rra taria 


¿AD 
43. Teorema, Cuando dos, rectas paralelas: se ha=".. 


id: 


otra tercera y, dun mismo lado. con respecto: 4, esta, 


ángulos.iguales, uno entla parte de afuera y. otro 
en la de adentro , habrán de ser entre sí paralelas... 
451 Observaciones. Llamamos secante 4. toda 
recta que,cotte¿á otraspparalelas. Los ángulos situa= 
dos al mismo lado de la secante, y. cuya abertura:se 


halla dirigida, hácia-una misma parte, se Jlaman dg- 


Zulos correspondientes. Todos los ángulos cuya aber- 
tura se halla entre las paralelas , se llaman ángulos 


internos;5 asi. como se llaman áugulos externos aque- 
TOMO IT. 7 y 0 
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x 
llos cuya abertura se halla dirigida 4 la parte de 
afuera. Los ángulos que se encuentran en una situa- 
cion opuesta , tanto con respecto á la secante como 
á.las paralelas, se.llaman ángulos alternoS:.cccaconm o... 

46. Teorema. Siempre que dos paralelas se ha- 
llen cortadas por uña secante: 

1.” Los ángulos correspondientes son iguales, 

*. Los ángulos alternos internos son iguales, 
Los ángulos alternos externos son iguales, 

4." Los ángulos internos de un mismo lado for- 
man dos ángulos cuya suma equivale á la de dos 
rectos, 

5»" Los ángulos externos de un mismo lado for- 
man otros dos ángulos cuya suma equivale á otros 
dos rectos, | 

6.” Siempre que se verifique cualquiera de estas 
propiedades, las rectas son necesariamente paralelas. 

47.  Corolario. Dos rectas respectivamente per- 
pendiculares á otras dos rectas que se cortan, deben 
necesariamente encontrarse. EAT A 

48. Problema. Porun punto dado tirar una rec- 
ta paralela 4 otra dada..ciccoioo roirocuraodonoticihondoniónno 00 

49. Problema. Por un punto dado fuera de una 
recta, tirar otra que haga con ella un ángulo ¡gual 
ES AS 

go. Teorema. Los ángulos, cuyos lados son res. 
pectivamente paralelos los del uno á los del otro, 
y que tengan gu abertura dirigida en un mismo sen- 
tido, son iguales entre SÍu.momcomon sm » 

51. Teorema. Los tres ángulos de todo triángu- 
lo reunidos, equivalen en todos casos á la suma de 
dosiángulos recto ia ci Lone Ds, OE 

N, B. El ángulo externo de un triángulo equivale 
por sí solo á la suma de los dos ángulos internos 


OPUESTO o avia) los atra rie CIDO Go tioonbz oia aiconccioinadcictaro 


52. Corolario. Siempre que dos ángulos de un 
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triángulo sean respectivamente iguales á otros dos án- 


gulos de otro triángulo , el tercero deluno habrá de 


ser igual al tercero del otro. : 

Ningun triángulo puede tener mias de un solo 
ángulo recto, ni mucho;menos, mas de un' ángulo 
A RE io 

53. Se llama triángulo rectángulo al que tiene 
un ángulo recto; acutangulo al que tiene sus tres án- 
gulos agudos, y obtusángulo: al que tenga un ángu- 
lo obtuso. Las dos últimas especies :se comprenden 
bajo de la denominacion comun de triángulos obli- 
cuangulos. En el triángulo equilátero, que tiene sus 
£res ángulos entre sí iguales , cada uno de ellos equi- 
vale á dos tercias partes de un ángulo recto.....c....... 

54. Teorema. Las partes de paralelas intercep- 
tadas entre paralelas son entre sí iguales, y recípro- 


CAM Corroraconnonanososionoaicososdciónorodoonaicdcróionoioincnithona 


55- Dos paralelas distan igualmente en todos sus 
puntos la una de la Otra... E 
56... Teorema. Siempre que dos rectas cualesquie- 
ra esten cortadas por un número cualquiera de' para- 
lelas tiradas por puntos tomados á distancias iguales 
en la primera, serán tambien entre sí iguales las par- 
tes de la segunda mmm... o 
57. Cualquier número de partes de la primera 
recta es 4 igual número de partes de la segunda co- 
mo la primera recta entera es á la segunda entera. 
58. Tres paralelas cortan en todos casos á dos rec- 
tas cualesquiera en partes proporcionales... 
Nota sobre. las razones incomensurables....... 
59: 1,” Corolario. Si en un triángulo se tira una 
recta paralela 4 uno de sus lados , cortará 4 los otros 
os en partes entre sí proporcionales... caserio 20000 
60. 2. Corolario, Recíprocamente cuando una 
recta Corte 4 dos lados de un triángulo en partes pro» 
porcionales, habrá de ser paralela al tercer lado... 


xr 


go 


KI1 
61... :3."Corolario¡ La recta"que divida en «dos 
partes iguales 4uno de. los ángulos de un: triángulo 
cualquiera , divide al lado opuesto len “dos segmen- 
tos proporcionales ¿:los lados adyacentes... dido 87 
62.) Problema. Hallar una:cuarta proporcional á 
tres líneas dadas... 
63.. Dos triángulos son semejantes cuando los án- 
gulos de) uno; son respectivamente ¡iguales-4- los del 
otro, y:son entre. sísproporcionales:los' lados. queen + 
ambos, se hallan, opuestos 4 ángulos iguales, y que 
por estairazon:se aman lados: homólogos. Una de 
estas condiciones: está: necesariamente unida con la 
otra iuris do DNA ROra anal ainentaie 298 
1:64... Teorema. Siempre que dos triángulos: tengan 
respectivamente:iguales¡los ángulos del uno 4:los' del 
otro, sus lados: homólogos son':proporcionales; y:los 
triángulos son por consiguiente semejantes. 


65.1, Corolario. Dos: triángulos son> semejantes: 
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1? siempre que.dos ángulos.del uno.sean respectiya- 
mente Iguales: 4 otros “dos. del: otro; :2.* siempre que 
los lados. delsuno:sean!respectivamente paralelos:á los 
del otro::3:% siempre que los: lados:del: primero sean 
respectivamente perpendiculares á los del segundo, ... 60 
66... Teorema. Dostriángulos son semejantes siem-: 
pre quesun ángulo del uno sea»igual“á otro ángulo 
del otroz y esten:comprendidos los dos: ángulos por *:-9 


lados entre:shiproporcionales.. ta ada nl 62 
67. Teorema. Dos triángulos, de los cuales los 

lidos del uno son «respectivamente proporcionales: 4 

los: del otra. .sonsentre sí semejantes. rcricor do id, 
68. Problema: Construit sobre vuna wrecta” dada > 

un triángulo-semejantezá otro dado. ad 06: 


1:69... Teorema. Cuantas rectas queramos, tiradas"? 205 
por unsmismopunto:, y” encontradas. por dos parale- 

las , estan; cortadas por estas paralelas:en partes pro= 
porcionalesy'asi ¡como tambien: lasocortan“en' partes 207 


proporcionales caco cventorniócarn ie canario arorininces cas 
79: Problema. Dividir una recta dada del mismo- 
modo'que se halle dividida otra recta. ocación 
571. Observacion. Otra solucion de la misma 
A ere rro 
72. 1.2 Corolario, Division de una recta en par- 
tes iguales... ante 
73.2 Corolario. Construccion delas escalas... 
74. Si desde: el vértice del ángulo recto del :tri- 
ángulo rectángulo. se baja una perpendicular sobre el 
lado opuesto que llamamos hipotenusa: 1.2 esta per- 
pendicular dividirá al triángulo en otros dos que le 
serán semejantes, y que por consiguiente serán se- 


mejantes entre -sí;+2,2 la misma dividirá '4 la hipo- - 


tenusa en dos-partes Ó segmentos tales , que cada uno 
de los lados del ángulo recto sea.medio proporcional 
entre el segmento que le sea adyacente y la hipote- 
nusa entera: 3.” la' perpendicular será media pro=- 
Pporcional entre los:dos segmentos de la: hipotenusa. 


75» Corolario. La segunda potencia ¡del número- 
que exprese la longitud dela hipotenusa, es igual á - 


la suma de las:segundas potencias de los números 
que expresan las longitudes de los otros dos lados... 
76... Teorema. Estando referidos 4' una medida 


va 


71 


comuwlos tres lados:de un triángulo, y expresados: 


por consiguiente en números; si de la extremidad de 
cualquiera:de:estos lados se:baja una: perpendicular 
sobre otro cualquiera de los otros dos, la segunda po- 
tencia «del primero será igual 4 la suma de las segun- 
das potencias de los dos últimos, menos dos “veces el 
producto“ del ladó'sobre: que cae: la perpendicular, 
por la*distancia, de esta perpendicular :al ángulo 
Opuesto“al primer lado, env caso que este ángulo-sea 
agudo; y mas-dos veces el mismo producto cuando 
este ángulo.sea ODtUSO....omoririta ron cren diia 


77." Corolario. Un triángulo esacotángulo y rec-.* 
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x1V 
tángulo, ú obtusángulo, segun que la segunda po- 
tencia del mayor de sus lados es menor, ó igual ó 
mayor que la suma de las segundas potencias de los 
otros” dosilados. lala if 


De los polígonos. 


78. Las superficies planas terminadas por un con- 
junto cualquiera de líneas rectas , se llaman polí- 
BOM isaaccecacnnnno dano rsnrarosiónnn choco dosarionaan orando retardar cosa 

El mas sencillo de todos es el triángulo; los po- 
lígonos de cuatro lados se llaman en general cuadri- 
lateros; los de cinco, pentágonos s los de seis, exá- 
gonos ;.los de siete, eptágonos ; los de ocho, octágo= 
mos; los de nueve, encagonos; los de diez, decá- 
gonos ;los de doce, dodecágonos ;.los de quince, peñ- 
tedecágonos. 

Los ángulos cuya abertura se halla mirando á la 
parte interior del polígono, son los llamados ángu- 
los salientes, y aquellos, cuya abertura mira á la par- 
te de afuera, se llaman ángulos entrantes, 

Las líneas tiradas de los ángulos de un polígo- 
no, sin ser adyacentes á los mismos lados , tienen el 
nombre de diagonales ermncmmmmimmicie 

79. El polígono de cuatro lados, cuyos lados 
opuestos son paralelos es el llamado paralelógramo. 

1.” Cada una de las diagonales divide al para- 
Jclógramo en dos triángulos entre sí iguales, 

2.” Los lados opuestos de un paralelógramo son 
resp=ctivamente iguales. L 

3." Siempre que sean entre sí iguales los lados 
opuestos de una figura de cuatro lados , Ó en caso 
que cada dos lados opuestos sean entre síiguales y pa- 
ralelos,, la tal figura viene necesariamente á ser un 
Paralamas 

80. Teorema. Las dos diagonales de un paraleló- 
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id, 


xv 
gramo se cortan mutuamente en dos partes iguales... 77 


81. Teorema. Juntando uno de los ángulos de 
un polígono á todos los demas, resultará dividido el 
poligono en un número de triángulos igual al de sns 
lados, disminuido de dos unidades. 

82. Corolario, La suma de todos los ángulos in- + 
teriores de un polígono , vale tantas veces dos rectos 
como lados tenga, menos dOS.remororemmcsnas cerererioneos 78 
83... Teorema. Si se prolongan en un mismo sen- 
tido todos los lados de un polígono que no tenga 
ningun ángulo entrante, la suma de los angulos ex- 

] teriores será exactamente igual á la de cuatro rectos, 
sea cual fuere por otra parte el número de los lados 
del polígono. iaerionanionos ¡7 179) 

84 Observacion. Dos polígonos son iguales cuan: 

do: se componen de un mismo número de triángulos 


3 
l 
| iguales y semejantemente dispuestos... crcagisacaóó 1d 
4 
- 


85... Teorema. Cuando conocemos todos los la- 

dos de un polígono, á excepcion de uno solo , y que 

al mismo tiempo conocemos los ángulos comprendi- 

dos entre los lados dados, se halla determinado el 
polígono , y puede ser construido sin obstáculo........ So 

86.  Observacion. Para determinar un polígono 

] de un número N de lados, es necesario tener co- 
] nocidas 2N 3 cosas, entre las cuales los ángulos:no 
. 
! 
] 


han de contarse mas que N-—1 datos 
87. Se llaman polígonos semejantes aquellos en 
que los ángulos del uno son respectivamente iguales 


á los del otro, y cuyos lados homólogos son. pro- 
porcionales.oecon... id. 


.... CS | 


; 88... Teorema. Dos polígonos compuestos de un 
mismo número de triángulos respectivamente seme- 
4 jantes cada uno al suyo, y semejantemente dispues- 
» tos , tienen sus ángulos iguales cada uno á su corres- 
pondiente», sus lados homólogos proporcionales, y 
por consiguiente son entre sí semejantes... 


id. 


A ERA 


xyI 
89. Teorema. Siempre que dos polígonos son se- 
mejantes , se hallan compuestos de un mismo número 
de triángulos semejantes, cada uno “al suyo, y seme- 
jantemente dispuestos... cios 
go: Problema. Constntisisabreninallínéa dada un 
polígono semejante á otro dado......... hs 
91.- Obserwacion. Otro modo de dividir polígonos 
en triángulos... 
Nota respectiva al arte de ler antar planos... 
92.: Teorema.Si.en dos polígonos. semejántes se ti- 
ran dos rectas que. se'hallen colocadas ide nh:modo 
semejante en ambos, estas habrán de ser pa 
nales. 4. los lados homólogos de los polígonos........:. 
::93»... Teorema. Los contornos de dos polígonos se= 
mejantes son entre sí.como*lós«lados ii de 
estos mismos poligOnOSee cocinaba dicirvedida 


De la línea recta y del circulos. art E 


94. Una secta y 'una circunferenciade círculo no 
pueden cortarse en mas dedos puñtos. - 
¡Toda recta que corta 4: la circunferencia de un 
cireBla sy se halla prolongada hácia afuera, se lama 
secante. 
La parte de esta recta, AS «dentro' del 
círculo , se lama cuerda.. : 
95. La cuerda que pasa por las extremidades de 

un arco, óque lo subtende, se lama su: cuerda: 
Una misma cuerda pertenece á dos arcos, qué 
reunidos forman la circunferencia entera ma.romaneircs 


96.. Cuando una cuerda pasa: por el ¡centro del ; 


círculo ¿se la.da el nombre de. diámetro: 
Todos. los diámetros de: un mismo círculo son 
ignales entre sí. 
Un, diámetro. es la mayor da las. rectas:.que se 
pueden tirar dentro de la circunferencia. de un circulo: 


Ñ 


82 
83 
- Sy 
85 
id. 
.>86 
87 
id: 


97: El diámetro divide 4 la circunferencia en dos 
partes iguales, . 
Dos círculos descritos con un mismo. radio son 
entre sí iguales... cai 
98. Teorema. Si aplicamos un arco cualquiera de 
círculo sobre otro arco del mismo círculo, ó de otro 
círculo descrito con el mismo radio que el primero, de 
modo que dos cualesquiera puntos de uno de los arcos 
caigan sobre otros dos del otro, y las convexidades 
esten mirando hácia un mismo lado, el menor de es- 
tos dos arcos se habrá necesariamente de confiindir 
con el mayor..., A 
Nota relativa á la propiedad del círculo, que le 
es comun con la línea recta, y que nos hace ver la 


semejanza de sus partes, ó la uniformidad de su cur- 
vatura, 


Pr tornan Irae rare raro r raro doors oronarosatanos 


99. Corolario. En un mismo círculo ó en dos cír- 
culos descritos con un mismo radio , los arcos cuyas 
cuerdas sean iguales, habrán de ser necesariamente 
iguales, siempre que ambos sean de una misma es- 
peciez es decir, ó ambos menores, ó:ambos ma- 
yores que, la semicircunferencia; y recíprocamente 
cuando los arcos sean iguales, las cuerdas tambien 
Habránide serlo entre Sleoormitoniónción desasicncianicióióaos 

100. Teorema. En un mismo círculo ó en círculos 
iguales, al mayor arco le pertenece la mayor cuerda, 
y recíprocamente; con tal sin embargo que los arcos 
que comparamos sean menores que la semicircun- 
RA 2 

101. Problema, Estando dados dos arcos de un 
mismo círculo ó de dos círculos iguales, determinar 
la razon que entre sí tengan sus longitudes... 

102, La recta que no tiene mas que un punto de 
comia con un círculo, y que no hace mas que tocar- 
le, se lama target ccccccrimaccocnimresenmeess 


103. Teorema. La perpendicular tirada sobre un 
TOMO II. 3 


Xvi 


88 


XVII 
punto de la circunferencia del círculo sobre el radio 


que pasa por este punto, es tangente al círculo; y 


recíprocamente la tangente á un punto cualquiera de. 


la circunferencia, es perpendicular á la extremidad 
del radio tirado por este puNtO.. stores: assmersas:osoros 

104. Corolario.Se tira una tangente á un punto 
dado de una circunferencia del círculo, levantando á 
la extremidad del radio que pasa por este punto una 
perpendicular. OO O 

105. Teorema. Toda recta levantada perpendi- 
cularmente sobre el punto de enmedio de una cuer- 
da, pasa por el centro del arco, y por el punto de 
enmedio del arco subtendido por la tal cuerda........ 

106, 1.” Corolario. Estando en una recta el 
punto de enmedio de una cuerda, el centro del 
círculo, y el punto medio del arco subtendido por 
la cuerda, luego que se verifique que estan en la 


recta dos de los tres indicados puntos, lo habrá de 


estar necesariamente el tercero. 

Toda perpendicular bajada desde el centro ó des- 
de el medio del arco sobre la cuerda, caerá sobre el 
punto medio de la cuerda..occoncnorioraracrcincintogansoros 

107, 2.” Corolario. Para dividir. un arco en dos 
partes iguales, basta levantar una perpendicular so- 
bre el medio de la cuerda que subtende al arco... 

108. Teorema. Los arcos interceptados en un 
mismo círculo entre dos cuerdas paralelas, ó entre 
una tangente y una cuerda paralela, son iguales..... 

109. Teorema. Si de los vértices de dos ángulos 
describimos con un mismo radio los dos arcos que les 
corresponden, la razon de los dos arcos comprendi= 
dos entre los lados de cada uno de los ángulos ha- 
brá de ser la misma que la de Jos mismos ángulos..... 

110. 1. Corolario. Siendo la misma la razon 
de los arcos que la de los ángulos, es consiguiente 
que la medida de un ángulo sea el arco de círculo 


92 


95 


comprendido entre sus lados, y descrito desde su vér- 
tice como centro... An 
111. 2,” Corolario. Las rectas que dividan á un 
arco en partes iguales, dividen juntamente en el 
mismo número de partes iguales al ángulo, cuya 
medida es el tal MO ru cmononrcnconranenetonesren cn racsenianiaiaso 
112. Teorema. Cuando un ángulo tiene su vér= 
tice colocado en la circunferencia de un círculo, su 
medida es la mitad del arco comprendido entre sus 
lados AA HN 
113. 1. Corolario, El ángulo formado por una 
cuerda y por la prolongacion de otra, tiene por me- 
dida la mitad de la suma de los arcos subtendidos 


por estas cuerdas, al lado “de afuera del ángulo que 
ellas forman. AA IS 


114. 2. Corolario. 1.? Todos los ángulos cu- 
yos vértices se hallen en la circunferencia y que 
se apoyen sobre un mismo arco, son entre sí 


al A oa 


antraroso 


2.” Elángulo cuyo vértice se halla en la cir- 
cunferencia, pasando los otros lados por las extre- 
midades de un diámetro , es un ángulo recto... 

115. Teorema. El ángulo cuyo vértice se halla 
dentro del círculo entre este y la circunferencia, tie- 
ne por medida de la mitad del arco comprendido 
entre sus lados , y juntamente la mitad del arco 
"comprendido entre sus prolongaciones... AS 

116. El ángulo cuyo vértice se halla fuera del 
círculo , tiene por medida la mitad de Ja diferencia 
de los arcos comprendidos entre sus lados, uno de 
los cuales vuelve su concavidad hácia el vértice, 
mientras que otro dirige su convexidad..aomeas.. 

117. Problema. Elevar una perpendicular en la 
extremidad de una línea recta sin prolongarla......... 

118. Problema. De un punto dado fuera de un 
círculo, tirar una tangente á este circulo, cc. 


XIX 


97 


99 


1OI 


102 


xx s 

119. Problema. Por tres puntos que no se ha- 

llen en línea recta , hacer pasar una circunferencia 
otr eo sto 

120. 1. Corolario. Por tres puntos dados no 
es posible hacer pasar mas de una sola circunferencia 
de círculo. É 

Esta cuestion no admite solucion siempre que los 
tres puntos dados se hallen en línea recta... 108 

121. 2. Corolario. Dos círculos no pueden tener 
tres puntos comunes sin confundirse , y á consecuen- 
cia no podrán mutuamente encontrarse en mas que 
en dos PUILOSo ercararnnnoccónnanaconos cenonoconcononriocaccoranccinos id, 
_ 122, Teorema. Dos circulos que pasan por un 
mismo punto de la recta que reune sus centros, no 
tienen de comun mas que este punto, en el cual se 
tocan por consiguiente; y recíprocamente , siempre 
que dos círculos se toquen , sus centros y el punto 
del contacto habrán de estar en una misma recta..... 106 

123. Observaciones. Condiciones que deben 
verificarse para que se corten dos círculos. 

La perpendicular leyantada por el punto de con- 
tacto de dos círculos sobre la línea que junta sus 
centros, toca al mismo tiempo á estos dos círculos. 

Entre un círculo y su tangente no es posible tirar 
ninguna recta; mas se puede hacer pasar una infini- 
dad de círculos diferentes. commorecontorioocimarnsi 107 

Nota con respecto al ángulo de contingencia...... 108 

124. Problema. Describir un círculo que toque 
en un punto dado á una recta dada de posicion, y 
que pase por otro segundo punto dado... Msc oridl 

125. Problema. Describir un círculo que toque 
en un punto dado á otro círculo dado, y que asimis- 
mo pase por'un segundo punto dado, .::». 109 

126. Problema. Describir sobre una recta da- 
da un círculo tal que todos los ángulos que tengan 
su vértice en la circunferencia , é insistan sobre €s- 


| 


ta recta, sean iguales 4 un cierto ángulo dado; ó des- 
cribir un segmento de círculo capaz de un ángulo 
dado.. ' . 
127. Dos secantes que parten de un mismo 
punto tomado fuera de un círculo, y se hallan pro- 
longadas hasta la parte de la circunferencia mas dis- 
tante de aquel punto, son recíprocamente proporcio- 
nales á sus partes exteriores.....ommoncirrosreros 
128. Observación. La tangente es media pro- 
porcional entre la secante y su parte externa, 
Demostracion de esta proposicion a priorim........ 
129. Dos cuerdas que se encuentran en un cír- 


culo, se cortan en partes recíprocamente proporcio- 
nales. 


N. B. Propuesta comun al teorema anterior y al 


Parera rro acne n ara nranaarscorono.. 


XXI 


Ilo 


111 


112 


del $. 127: Siempre que dos rectas que se cortan en- - 


cuentren al mismo tiempo una circunferencia de cír= 
culo, cada una en dos puntos, las distancias de su 
punto de encuentro 4 cada uno de, aquellos en que 
cortan la circunferencia del círculo, son recíproca- 
MEDEOIprOPOXCIONAlES tica cioiabos eros cccoo taaan 

130. Corolario, La perpendicular levantada so- 
bre un diámetro , y terminada en la circunferencia, 


es media proporcional entre los dos segmentos del 
diámetro... 


aonananrranonanan o” 


Po. anno ren rronicancoranens ... 


. 131. Observacion, Demostracion de la proposi- 
cion anterior , deducida del triángulo rectángulo. 
La cuerda tirada por la extremidad del diáme- 
tro, es media proporcional entre el diámetro y el 
segmento formado por la perpendicular bajada de la 
otra extremidad de esta cuerda. 
Otro modo de hallar una media proporcional en- 
trerdoslindas dadas it ds cds 
132. Problema. Dividir una línea en medía y 
extrema razon; es decir, de modo que la parte ma- 
yor sea media proporcional entre la línea entera y la 


113 


XXIT 
otra parte, ... COnn nr necnnran aca tanccnicnnnso 
133. Problema. Describir una circunferencia 
de círculo que pase por dos puntos dados, y que 
toque á una recta indefinida dada de posicion........... 
Nota sobre las diversas soluciones de que son 
susceptibles este problema y el anterior. cc... 
134. Teorema. En un semicírculo las segundas 
potencias de las longitudes de las cuerdas que parten 
de la extremidad de un diámetro, son proporciona- 
les á los segmentos comprendidos sobre este diáme- 
tro entre la extremidad comun de todas las cuerdas, 
y el pie de la perpendicular bajada de la otra extre- 


Mid rodar atids 


De los polígonos inscritos y circunsoritos al círculo. 


135. Observacion. Se puede hacer pasar un 
círculo por los vértices de los ángulos de un trián- 
gulo cualquiera. En tal caso el triángulo se halla 
inscrito en el círculo, y este circunscrito al trián- 
gulo. ; € 
Otra demostracion de las proposiciones de los nír- 
MELÓN 37 IY 0 Loros AA 

136. Problema. Inscribir un círculo en un tri- 
ángulo dado, es decir, describir en el interior de este 
triángulo un círculo cuya circunferencia no haga mas 
que tocar los tres lados... crisis. E 

137. Observacion. En un círculo no se pueden 
inscribir todos los polígonos de cuatro ó de mayor 
número de lados eoiccirincomorioreian Ps 

Nota relativa al caracter de los cuadriláteros 
inscritos en el circalo. a... 

138. Teorema. Siempre que un polígono de 
cualquier número de lados sea regular, es decir, ten- 
ga entre sí iguales todos sus ángulos, y juntamente 
sus lados , puede ser inscrito, y circunscrito al círculo, 


Pron crearon. 
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IIS 


116 


119 


120 


ru 
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139. Los ángulos formados por los radios tira= 
dos desde el centro de un polígono, se llaman án- 
gulos en el centro; y equivaliendo la suma de ellos 
á la de cuatro ángulos rectos, cada uno de aque- 
llos vendrá' á ser igual al cuociente de esta su- 
ma, dividida por el número de los ángulos ó lados 
del polígono propUStO...omscrmoneracenocrorsoroaarasiroraasss 

140. Los poligonos regulares de un mismo nú- 
mero de lados son semejantes ; y sus contornos son 
entre sí como los radios de los círculos á que se ha- 
len inscritos ó circunscritos... OO 

141. Problema. Hallándose ya inscrito en un 
círculo un polígono de cualquier número de lados, 
inscribir en el mismo círculo un segundo polígono 
que tenga un número de lados doble del del prime- 
ro, y determinar el valor de uno de los lados del se- 


A ID 
142. El cuadrilátero cuyos ángulos son todos 
entre sí iguales, siéndolo asimismo sus lados , se lla- 
ma cuadrado Cualquiera E sus ángulos es recto... 
143. Observaciones. Todo cuadrado es un parale- 
lógramo; el paralelógramo que tiene los lados igua- 
les y los ángulos desiguales , se llama rombo ; aquel 
cuyos ángulos son rectos y los lados desiguales, se 
lama rectángulo. Todo rectángulo puede ser ins- 
GA An RATO AN 
144. Problema. Construir un cuadrado sobre 
una recta dada... NAS 
145» Problema, Inscribir en un círculo los po- 
lígonos de 4,8, 16, 32,64 80c. ladOS.coroomasooronerioro 
Nota respectiva al modo de determinar geomé- 


tricamente á Y 


Decinnnnnaconcanononno corno pararon nor nrnn tan cnrnno o 


146. Problema. Inscribir en un círculo los polí- 
gonos de:3,,6,.12,24, 48 81C, 1AdOSion ccoo serroorns 
147. Problema. Inscribir en un círculo los po- 


XXUIr 


121 


122 


123 


124 


id, 


127 


XXIV 
lígonos de cinco, diez, veinte , cuarenta 8cc. lados., 
148. Observación. La diferencia entre los arcos 
subtendidos entre los lados del exágono y del de- 
cágono, da la décimaquinta parte de la circunferen- 
cia; la cuerda de este arco es el lado del pentedecá- 
gono, y por su biseccion obtendremos los polígonos 
de 30, de 60 8tc.lados....ocrenoororionnoosoerocrorooro 


e... n 
Nora sobre la division del círculo en 2 + 1 par- 


AOS ATEN UE ORO TEO CORE 

149. Problema. Hallándose inscrito en un cír- 
culo un polígono regular de cualquiera número de 
lados, circunscribir al mismo círculo un polígono re- 
gular del mismo número de lados; y recíprocamente, 
estando dado el polígono circunscrito, construir el 
polígono inscrito, a 

150. Corolario. Expresion del lado del polígo- 
no regular inscrito correspondientes... ... 3 

191. Observaciones. La diferencia entre el con- 
torno del polígono inscrito ygl del polígono circuns- 
crito correspondiente , disminuye 4 proporcion que 
el número de lados aumenta; y en todo caso nos es 
posible determinar dos polígonos , el uno inscrito, y 
circunscrito el otro, tales que la diferencia de sus 
contornos sea menor que cualquiera cantidad dada, 
por pequeña que esta SCdascorormeerienianienion oro cra rrisnineoa 

152. La circunferencia del círculo es menor 
que el contorno del polígono circunscrito, y mayor 
que el del polígono inscrito. En todo caso podemos 
determinar un polígono inscrito ó circunscrito, tal 
que la diferencia entre su contorno y la circunfe= 
rencia del círculo sea menor que cualquiera otra 
cantidad dada, por pequeña que SCd.ecorancoioninonnona cos 

153. Teorema. Siempre que dos cantidades ¡n- 
variables A y B sean tales que se pueda probar que 
la diferencia A— B de las dos es menor que otra 
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129 
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132 


133 


134 


"XXyY 
tercera cantidad:4, "por pequeña 'que:pueda ser esta 
última , las otrasodos habrán de:¡ser: necesariamente 
yguales. eltrelsia miseria io raio ia to sstérióo ss: RA 
154. Teorema.-Las circunferencia: de:los círe 
¡los son:entre:sí:como: sus:radios ó sus:diámirros...a 
Nota: Otra; demostracion del mismo teorema... 137 
155. Corolario. Medio de'calcular Ja longitud 1 
de una circunferencia, cuyo radid se CONOCCimmersn 1d. 
156: Problemas Hallar:ola > razon vaproximada' 1. + 
de-la circunferencia. al diámetro... «ons1gB 
Nota. Razon de, las circunferénciasal: diámetro; 
consignada. en. unavobra delos; Bramas..i caida 
157. Observaciones. Solución compendiada del 
último problematica RN 


13 p É SEGCION:1L:' sld 


Del area dé los fiolizónos; 2 de la del circilOaicóns 145 


158. La porcion de:extension:compréndida:en- 
ítre las líneas que.:terminan.una «figuras. serllama la. -, 
superficiesó el area de esta figuración... to GO 1d, 
++ Nota. tocante alonso «de:las: palabras superficie” y 
AN | 

159- Dos figuras de diferentes: formas, bien que 
de unarextension igual y Ó:que- contienen areas¡¡gra- 
los, se: aman: equivalentes indias cád. 
bi 160...:En los triángulos y.en los paralelógramos 
se toma arbitrariamente por base uno de los lados, 

y se da:el nombre dela altura 4 la perpendicular 
«bajada desde el ángulo. opuesto 4.aquel lado del trim: 
ángulo ,có de cualquier punto del lado opuesto: enel 
¿paralelógramo....ss dan bo1g4Ó6 
. 161. Teorema: Dos: paralelógsamos; con, un 
- misma..base .y..con una misma altura, son equiva= 


a cad aralandisn 1d, 


TOMO IL. 4 


ana rar rra rinda 


XXVI 
162, - Cualquiera: triángulo escla mitad de un 
paralelógramo que tenga la misma base y la mis- 
ma altura. y Aa ROA 
163.  Córolario..Dos:triángulos que tengan la 
misma base. y: la; misma alturas, son equivalentesus. io. 
164.0 Problema, Trasformar un polígono en otro 
que tenga un lado: menos y que sea equivalente... ... 
165.  Corolario. Bor: este medio. se puede con- 
vertir un polígono enalquiera: en'un: triángulo equi- 
valente.. 7 
166... Teorema. Dos rectángulos'que tienen una 
misma base , son. entre sí como sus alturaSicarnoncnnicinnn 
167. Teorema. Dos. rectángulos cualesquiera 
son entre sí. como los productos. de. sus:bases por 
GEN CA OO E peo 
Notas sobre la «consideracion' de los productos 
de Vds Ate abi caracas coca ta goondescrosen donen in ignndeddorisióna Ep 
168.  Observacion. Sobre la medida de las area 
en general, y sobre el sentido de la expresion de 
- que el ared de unrectángulo:es 1gual: al ¡producto 
de su base por: su altura. 
13 169. 1% Corolario. El area de' ¡un cuadrado se 
mide por la segunda potencia de uno de sus lados... 
170. 2.” Corolario, El area de un paralelógra- 
mo se mide por el producto de su base por su. altura; 
Dosiparalelógramos cualesquiera: tienen la mis- 


aran nro eran t dec re rosana sad 


'ma razon que los. productos. de:sus bases. por:sus al-, 


turas... VLda Allo ¿dido [di devo iio scoccródo 
171. 3. Corolario. El area deun:triángulo: se 
mide por la mitad del producto de su base por su al- 
tora daaalipa isa o apra 
Cualesquiera: triángulos: son :entre sí. como. los 
productos de. sus. bases por sus AÍburas.aioiiónmarones. 
172. Problema. Trasformar un paralelógramo 
ó un triángulo en Un ChadradO..memmernonraricnicnnrarós 
173. Corolario. Trasformar cualquiera polígo- 


247 
248 
id. 


249 
id. 
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XXVI 
no en un: cuadrado Equivalente cun cnrneriontonieciioss 156 
174. Observacion. El area de cualquier polígo- 
no se valúa determinando la suma de las areas:dedos : sr 
triángulos que LO LOMA leartirnidadinnin cin iaa 1id. 
175. Teorema. Eliáremde 'unscuadrilátero que: 
tiene dos de sus lados paralelos, quese llama trape- 
zí0, se mide por el producto, de la semisuma delos 
dos lados paralelos, multiplicada por la: altura to: 
mada entre .ellos,,... sab nd lobaaropilag.20b WI 
Tambien: se la puede medir por:el producto de: 
su altura multiplicada por: una: paralela :tirada ¡4200 o, 
igual distancia á los lados paralelos. omimoiienciiae 1 $7 
176. Teorema. Las areas de los polígonos seme- 
Jantes son entre sícomo los cuadrados de los Jados ho .; 
mólogos de: ellos... 0. cmeriniccinoso, siatibos die 
177. Teorema. Las areas de dos triángulos que 
tengan un ángulo comun', estan-en la razon de los; 
productos delos lados que'comprenden este ángulo... 159 
178. . El cuadrado construido sobre la hipotenu- 
sa de un triángulo rectángulo equivale á:la sima de 
los cuadrados construidos. sobre los otros:-dos lados , 
del mismo triángulo, msnm miraron 0 Id, 
179. 1. Corolario. Los cuadrados construidos 
sobre los lados del ángulo recto, y sobre la hipote- 
nusa de un triángulo. rectángulo, son entre sí como A 
los. segmentos adyacentes, y la hipotenusa entera.,,. 160 
_1S0. 2,” Gorolario. Cualquiera: polígono'cons= 
truido sobre la hipotenusa de un triángulo rectángu- 
lo, es equivalente á-la'suma de los dos polígonos se- 
mejantes construidos sobre los otros dos lados.......... 161 
181.. ' Problema, Construir un ¿poligono 'seme-..: 
jante á otro dado bajo -la condición, de que su area 
renga con la de este una razon dada, ó sea equiva= 
lente á un cuadrado dado 


. 182, Teorema. El area de un polígono regular 
tiene por medida la mitad del producto de su contor- 
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no:por-el radio del círculo: inscrito. Este coritorno:se 
lama perímetro, y. el radio del círculo: inscrito se 
llama APOLEMA cidad dile dido 163 
11183... Corolario. Las. areas «delos Bois re- 
gulares 'sonentre sícomo los, cuadrados:de los radios 
de los círculos :en que los polígonos se'hallen inscri- 
tos Ó circunscritoS... AAA RRA ds 
184: Observación. En todo caso.es posible ha- 
lar dos. polígonos del mismo. número de lados;el uno 
inscrito! y “el otro circunscrito, tales que:la diferencia 
de sustareás sea ¡ménor: ¡quesuna. picamtidad dada, a 
pequeña “que esta sea, 
185.0 Corolario. En todo caso > podemos asignar 
un polígono regular inscrito Ó «circunscrito, cuya 
area se diferencie: tan poco. .como: se gu de la de i 
un circula dad Ax 165 
186. Teorema. Si tres Pi A; 3, X son 
talos que la primera A, á la cual supondremos varia- 
ble, mas'que sin embargo sea mayor en' todo caso 
“que las-otras dos B y X, ¿que jamas varían: y” pue 
da acercarse 4 ce ieritnbas! 4 4 un-mismo' tiempo tanto 
cómo senos -antoje.,. debemos :estar ciertos: de Sra É 
BW Ad. 
187. Tebodntts El area de un círculo tiene: por 
medida la mitad del producto de la circunferencia 
por lelradio. aiii: 
Nota. Otra prueba de la misma «proposiciof... LON 
188.3 Corolario. Lasareas de los'círenlos són en-o 1091 
tre sí como'los cuadrados de sus radios ó de sus diá- 
metros. 
El-aréa de un:circulo es igual al cuadrado: del rá- 
dio, multiplicado por' la razon dela DIO ABnOra 
an diámeribs PE. AR 2 
Li 189.-Teorema. El-area Ne unDrbcro de iiréilo: 
tiene por medida la mitad En! producto del arco por 
el radio RRA ARIAS, dl ARALAR 2681 
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190. Observacion. El area del segmento se de- 
termina quitando dela area del sector la del trián= 
gulo correspondientes comarca 
“N..B. Qué cosa sea el segmento y su flecha... 


PARTE SEGUNDA. 


SECCION PRIMERA. 


168 
169 


De los planos, y delos cuerpos terminados por-super- 


¿ficies planas. qu 


De los planos y de las líneas rectas manita 
191. Una línea que tiene un' mismo plano, se 
halla en el mismo. plano toda .enteracaccaiioness 


192. La interseccion de dos planos-es una línea 
recta 


193. Sonnecesarios tres puntos para determinar 
un plano, ó coinciden perfectamente: dos planos que 
tengan: tres puntos comunes, los cuales no se hallen 

“en unajlinemiecta abad dastdr shoot 

194. Dos líneas quese cortan,.se hallan en un 
mismo plano. Todo triángulo se halla: en un: solo pla= 
nO, y cuatro puntos:que:no se hallen en un mismo 


plano , forman. lo que llamamos un. cuadrilátero 
oblicua dara 


AS 


195. Envel espacio dos rectas; pueden'ser per= 


Pendiculares/4:otrá tercera; sin ser paralelas entre sí. 
196. Teorema. Una recta levantada fuera de un 
plano perpendicularmente4'otras dos:tiradas por:su 


pie en:este: mismo plano, es “perpendicular 4:tódas: 


las que:por: el ¿mismo punto 'se -podtian:tirar enel 
MisMO Plano cto adidanbicnl 


197. Observacion.. La línea tirada con arreglo 


al teorema'anterior ; es perpendicular al planó sobre 
que está-levantada 4 


171 
id. 
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198. Teorema. Si tres rectas son todas perpen- 
diculares 4 otra misma recta en un mismo punto, se 
hallan todas aquellas. tres en un.mismo plano per- 
pendicular im estarrectarmasagó da sa ol) 
199. Teorema. Por un punto tomado en un pla- 
no ó fuera de él, no se puede tirar 'mas de'nna sola 
perpendicular á este plano; y por el mismo punto 
de una recta no puede pasar mas que un solo plano 
perpendicular d cesta teCEa. mm oroconicni csi 
200. Teorema. Las oblicuas que igualmente:se 
apartan de la perpendicular á un plano, son igua- 
les; siendo las mas largas las que mas se apartan 
de ella; y siendo la perpendicular la recta mas corta 
que es posible tirar desde un punto:dado á un 
PADO ueracirtradecerrisor cda, odo lll as 
201. Observaciones. De cualquier punto de 
una perpendicular 4 un plano, podemos hacer uso 
para describir en el mismo plano círculos cuyos cen- 
tros Std Spin aia ota 
Siendo la: perpendicular á un plano la línea ma 
corta que puede tirarse al plano. desde un punto to- 
mado fuera de él , habrá de ser.la medida natural 
de su-respectiva: distancia. coicionitidicncic dime 
202. Teorema. Si por un punto de una recta 
oblicua 4 un plano se/baja sobre este plano una per- 
pendicular, y por.otra recta se juntan los pies de 
la oblicua y. de la perpendicular, la perpendicular 
á:la: áltima recta lo será tambien'á la :oblict2...c..... 
203. Teorema. Una recta situada fuera de un 
plano , pero paralela 4 otra línea cualquiera tirada 
en este plano, no lo encuentra, por mucho que se 
la suponga: prolongada , y al mismo tiempo. es pa- 
ralela 4 toda recta tirada en el plano paralelamente 
á la primera... 
204. Dos rectas paralelas á otra tercera son pa- 
AO e AO E 


. 
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205. Teorema. Los ángulos que tengan los. la- 
dos paralelos y la abertura dirigida en un mismo 
sentido, son iguales, aunque se hallen situados en pla- 
NOS diferentes cias . 

206. Teorema. Si por «cualquiera punto de la 
seccion comun de dos planos se tiran en cada uno de 
ellos ¡rectas respectivamente perpendiculares á.Ja 
mencionada seccion comun ; y siendo el ángulo que 
ellas forman «entre :sí igual al formado por. otras. dos 
rectas tiradas de la: misma manera encotros dos pla» 
nos, se podrá hacer que coincidan los dos primeros 
planos con los dos últimOS......cccincnii., 5 

207.1.” Corolario. El espacio indefinido, com- 

prendido entre dos planos que se cortan, se Jlama 
ángulo diedro 6 ángulo de dos caras, y midela in- 
clinacion de ellos, 
El ángulo: diedro tiene por medida al ángulo 
plano formado por dos rectas tiradas en cada una de 
Sus caras perpendicularmente á su comun seccion 
y por un mismopunto-de esta recta. 

Los ángulos diedros gozan de: las mismas propie- 
dades que los:4ngulos planos que los miden... 
Nota, Razon de la denominacion de ángulo 
diedro.. OI dde 

208. 2.2 Corolario. Un plano tirado por una lí- 
nea perpendicular 4 otro plano, es perpendicular á 
este último: , 

Por, una recta tomada en un plano no es posible 


levantar mas de un solo plano perpendicular al pri- 
MELO ¿012 o 


209. Teorema. Si por un punto cualquiera de 
la comun seccion de dos planos que se encuentran 
en ángulo recto, se levanta perpendicularmente al 


Primero una recta, se hallará esta comprendida en el 
segundo... 


210... Corolario. La interseccion- de dos planos 


178 


179 


180 


181 
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p=rpendiculares 4 un tercero, es perpendicular 4 es- 

te último... 
211. Teorema. La recta: tirada «en tun “plano 

perpendicularmente 4..la comun. seccion..«de este: y 


de otro que lo encuentra en “ángulo .recto, es per: 


pendiculará esterotronald a coa lano.M 
212. Teorema. Dos rectas perpendiculares 4 un 
mismo plano son entre sí paralelas; y recíprocamen- 
te si una recta es perpendicular 4 un plano , “cual: 
quiera otra recta paralela 4 esta habrá tambien de 
ser perpendicular al mismo plano. dia 0d 
213. Teorema. Dos planos perpendiculares 4 
una misma recta no pueden jamas encontrarse... 
214. No encontrándose jamas dos: planos) per- 
pendiculares á una misma recta, habrán de ser para- 
lelos entreis PRA IA 0 
215. Teorema. Cuando dos planos paralelos sé 
hallan “cortados: por un tercero, las intersecciones 
son entrarstaparalelas,. 00. RICOTA AAN PIE 
216. Corolario..Dos planos paralelos tienen'co- 
munes sus perpendiculares ; i 
“La distancia de dos planos paralelos es una mis- 
ma'emitodos lUBarei an AA 
217. Teorema. Si dos rectas que se cortan son 
paralelas á- otras dos que tambien se cortan, el pla- 
no determinado por Jas dos primeras será paralelo al 
determinado por las Otras dOS...ocononncionccoro dalla 
218. Corolario. Por'dos rectas que no cortán- 
dose ni siendo entre sí. paralelas no pueden hallarse 
comprendidas en un mismo plano, se pueden en to- 
do caso hacer pasar dos planos paralelos cuya mas: 
corta distancia nos dé la de las:dos rectas propuestas: 
219. Observacion; La mas corta distancia de 
las rectas del artículo anterior, tiene lugar en “una 
recta que es perpendicular 4 entrambas á un tiempo. 
220. Teorema. Dos rectas comprendidas entre 


182 


id. 
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dos planos paralelos, resnltán en ¡todo: caso: cortadas 
en paítes . proporcionales: por: medio' de nn. tercer . 
plano paralelo á los dos primeros.......... AA 186 
> 221... Cuando muchosplanos:que. pasan,por Jíñ 
mismo punto se. encuentran dos á dos, el espacio que 
comprenden entré sí indefinido:en el:sentido dpues- » 
to al punto en que se encuentran, se lama dugulo 
Poliedro:ó de muchas:carasor 209 uno o e 
El ángulo. de tres: caras:seidlama cángulo tries 0% 
dro!8icw ponsll 92 imilaror 02m les ns > 0queso La 
El punto de encuentro, de todas las.caras de un! 
ángulo poliedro., viene 4 ser su: vértice. 
As comunes: secciones delas caras son las aristas: 
En, cualquier: triángulo triedro nos: ocurren: seis!;r» 
cosas que considerar ;,4:saber»,-tres/ángulos «planos: y 
tres ángulos: djedrossis... He Ria des 
222. Teorema. La suma de cualesquiera dos <»;4 
de los. ángulos planos que ¡compónén un ángulo trje- 
dro, es en:todo; caso mayor que el «tercero cio... 188 
223. Teorema:Si dos ángulos!triedros se hallan 
formados, de los.mismos ángulos planos; seránsigna»!:00i 
les los ángulos diedros cómprendidos entre los, ángu- 
Los planos iglesia. 189 
224. Teorema, Dos ángulos triedros compues- 
tos por tresámgulos planos.iguales , y semejantemen» 


te dispuestosn:entre «síy; son; iguales en todas. sus 
Partes anibal irradian: 


a 
in is 19 T: 
225. Observación. Dos ángulos: triedros , com=::; 

* puestos de los mismos ángulos planos reunidos de un 
modo diferente ,-Ó dos ángulos triedros inversos el. :00 
uno del; otro,'¡no pueden, coincidir y ¿mas encierran el 1:60 
MISMO ESpaciO primo 0 bam armar 192 

Nota.relativa ¿los ángulos triedros.inversos..::. 193 
226. Teorema. La suma de los- ángulos planos 
que componen un ángulo poliedro; convexo, es de- 


cir , Cuyasaaristas son todas salientes. ó exteriores, pe- 
TOMO 111, 5 


Anand da ni esp apa 
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ro que por otra parte sean cualesquiera, es en todo 
caso menor que la. de cuatro ángulos rectos... 


De los cuerpos terminados:por planos. .iuinciós, 


227. Los cuerpos terminados por planos ,se la- 
man poliedros. : 

No se puede cerrar por todas partes: un espa- 
cio por'un número ¿de planos menor que: cuatro; 
y el cuerpo que en tal caso resulta, se llama fe- 
trardronih ara tacna a og 

Todo cuerpo que tenga por una de sus caras á 
un polígono cualquiera, y cuyas caras son todas tri- 
ángulos que: tienen su vértice en un mismo punto; 


193 
194 


se llama pirámide; y elepunto en que se reunen “es= : 


base, 200 1001 ; 
228. Teorema. Si dos tetraedros tienen cada 
uno un ángulo triedro compuesto de triángulos 
iguales y: dispuestos de un modo semejante, serán 
iguales, aun'cuando dos caras del uno sean iguales á 
dos del otro, y se: hallen reunidas del mismo mo- 
do, y formen entre sí el mismo ángulo diedro que 
estas. ISLA AS 
229. Los poliedros semejantes'son aquellos que 
tienen Jas:caras en un mismo número, semejantes, 
semejantemente dispuestas , é- igualmente inclinadas 
las unasicon respecto á las OtrAS iia: 
blo Teorema. Cuando los triángulos que for- 
man dos ángulos triedros homólogos de dos tetraedros 
son semejantes :cadauno al suyo) y-se hallan dis- 
puestos de un modo semejante, estos tetraedros' se: 
rán semejantes;' y “ademas lo son tambien siempre: 
que dos caras del uno'hacen entre sí el mismo ángu- 
lo que dos caras del otro, son ademas semejantes á 


ras últimas, .es...el vértice, y la..cara *opuesta -la 


estas, y reunidas por lados homólogos. iii. 196 


“XXXY 


231. Teorema. Dos pirámides cualesquiera son 
semejantes, cuando sus. caras lo son, y.se hallan 
dispuestas de un modo IEMOJANtE 2 catacitariónanho so 6457 

232. 1.2 Corolarto.Cuando cortamos; por un 
plano paralelo, 4. la: base» una: pirámide, la-quitámos 
Una pirámide que la es SOMejAnES nseries AIN 

233. 2.” Corolario. Las aristas homólogas de las 
Pirámides! semejantes son proporcionales entressí y 4 
las perpendiculares bajadas desde sus vértices sobre 
las bases. istal AN 

234.  Obserwarion. Por lo-anterior podemos ha: 
llar la altura de una pirámide, cuando conocemos 
las dimensiones de un tronco que tenga bases para- 


A 


235. Teorema. Las bases de las pirámides; se- 
mejantes son entre sí como! los cuadrados de dos 
aristas homólogas cualesquiera, y como los cuadra= 
dos de las. perpendiculares bajadas desde el vértice 
a su plano.. OT 

236. Corolario. Las secciones hechas 4 una mis- 
ma distancia de los vértices en dos:pirámides cuales- 
quiera, se hallan en una razon constante ,' sean cua- 
les fueren por otra: parte las distancias y las figuras 
derrito ata 

237... Los poliedros que tienen dos caras opues- 
tas , iguales y, paralelas, y en que todas las. demas son 
paralelógramos ,se llaman prismas. ó 

Los polígonos opuestos son las bases del prisma, 

Cada ángulo poliedro de'un prisma no está com» 
prendido mas que por tres ángulos planos, 

Cuando sus aristas son perpendiculares á su base, 
le llamamos prisma recto ,en vez de que á cualquie= 
ra otro:les,damos'el nombre de Prismas oblicuOs...m 

238. El prisma cuya base es un paralelógramo 


se lama paralelepípedo; sus caras son opuestas y pa- 
ralelasi O 


Pra er rencia roo 
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200 


201 
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239. Teorema. Un poliedro comprendido entre” 
seis planos paralelos dos :4 dos,'es un paralelepípedo. 
240. Teorema. Siempre que dedos prismas ten- 
ga alguno un'ángulo triedro!'.compuesto de polígo= 
nos iguales y-semejantemente'dispuestos serán igua- 


o 


A AA 


les estos dos. prismas.....: . 
Nota sobre la semejanza de los prismas 3 
241. Observaciones: Juntando con el auxilio de 

rectas elovértice de un ángulo:á todos:los demas, y 

dividiendo:todas.suscaras..en triángulos, se pueden 

dividir en todo:caso cualesquiera poliedros en pirá= 


mides triangulares:: 

Dos cuerpos compuestos de un número igual de 
'pirámides triangulares iguales y.dispuestas.dé un mo- 
do semejante; 'son iguales, 

Siempre que un poliedro tenga tun número de 
ángulos NN, “está determinado por 3N:— 6 datos 
adoptados entre-las distancias de estos ángulos. 
4 Nota. sobre el número.de ángulos, .de caras y de 
aristas de Un poliedr ii idad, 

240. Teorema: Dos! poliedros, que se compo- 
men de igual número de pirámides semejantes! y se- 
mejantemente dispuestas son semejantes... :0 

243. Teorema. Siempre que dos poliedros sea 
semejantes; se les podrá dividir:en un igual número 
de tetraedros semejantes y semejantemente dispuestos. 

244. Teorema. Las.aristas homólogas de los po= 
liedros'semejánltes»son proporcionales, asi corno: las 
diagonales delas caras homólogas y las diagonales'in- 
terlores á los poliedrOS...cmmoriines. SURIRRAA 

245: Observaciones sobre la medicion'del area 
de los poliedros:..:.,... a] 
Li 246. Teoróma. Las areas de los poliedros'seme= 
jantessson entre sí como los:cuadrados de las aristas 
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De la medicion de los volúmenes... 


247. El espacio comprendido por la superficie 


211 


de:un poliedro:, ú'ocupado por este cuerpo , está ya. 


designado bajo el nombre de volúmen y aun de ca- 
'pacidad, cuando tratamos de un cuerpo ÍUECO cacas: 

Nota que da á conocer los motivos para excluir 
la palabra solidez. . 
v 248. Teorema. Dos. paralelepípedos construi- 
dos sobre una misma base, y terminados superior= 
mente por un mismo plano paralelo á su base, son 
equivalentes en Vol Memo ceicciiniononcnianas 

249: - Corolario. Un paralelepípedo cualquiera 
puede.ser trasformado-en-un paralelepípedo rectán- 


gulo, que tenga una base equivalente y la: misma 
ayu li, 


La altura de un prisma ó de un paralelepípedo 
es una perpendicular tirada entre las dos bases: la 
altura de -una pirámide es la: perpendicular bajada 
desde el vértice sobre: la cara opuesta , la cual se Mla- 
ma generalmente hase. NL r TIC 

250. Teorema:'Sise forma sobre la base de un 
prisma triangular un paralelógramo, y se levanta so- 
bre este paralelógramo , tomado por base, un parale- 
lepípedo de: la misma altura: que el prisma tilangu- 

r, vendrá esteá:ser la mitad del otro. 

Nota en que 


> que se demuestra la igualdad de los yo- 
límenes de los dos prismas triangulares del $: ante- 
cedente, que- aunque construidos sobre las mismas 
partes; jamas pueden coincidir. 
52251. Corolario: Dos prismas triangulares de 
Iguales bases :é: iguales'alturas son equivalentes. ....:. 

252. Si se corta un tetraédro por planos para- 


lelos 4-su.base,.y equidistantes, se podrá formar 4 


cada corte un prisma exterior y otrow interior, de- 


212 


213 


214 
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modo que la suma de los primeros se diferencie tan 


poco como se quiera de la: de los segundos, y por 
consiguiente tambien del tetraedro. cin 
253. Teorema. Dos 'tetraedros, de-una ¿misma 
base y de una misma altura, son equivalentes... 
Nota. Otra demostracion de la proposición an» 


oil croacia 
254. Teorema, Un:tetraedro es equivalente al 
tercio del prisma triangular de la misma base y de 
misma; altura concesión $ 
255. Teorema. Los paralelepípedos rectángulos 
de una misma: base, son entre sí como sus alturas,..., 
256... Teorema.Dos paralelepípedos rectángulos 
son entre sí como. los productos de las aristas que for- 
man un mismo ángulo triedro, E 
257. Observacion. La medida del volúmen de 
un paralelepípedo rectángulo es el producto de sus 
tres aristas contiguas, tomando por término de com- 
paracion al paralelepípedo, cuyas tres aristas conti- 
guas son iguales á la línea escogida por unidad......... 
258... 1,7. Corolario. Cuando. las. aristas. son 
iguales entre sí , el paralelepípedo que en-tal caso 
toma el nombre de cubo, tiene pormedida la ter- 
cera potencia de su AristA.acooimimcnecnn sición «icons 
259. 2.” El volúmen de un paralelepípedo 
cualquiera tiene por- medida al producto de su base 
Pues altura aoidsde dato orion 
260. 3,” Corolario..El volúmen de un prisma 
cualquiera es igual al producto de su base por su 
Dos prismas cualesquiera son entre sí como los 
productos de sus bases por. sus alturas: coso: 
0.261. q. Corolario. El volúmen:de un tetrae= 
dro tiene por medida la: tercia parte del producto 
de su ¡base:por sl alturas 6 
262. 5.” Corolario. El volúmen de una pirámi- 


proa . 
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221 


222 


de cualquiera tiene por medida á la tercia parte del 
producto de su base por su altura. 
Dos pirámides cualesquiera son entre sí como 
los productos: de' sus bases por sus alturas. he 
263. Observación. El volúmen de un tronco 
de pirámide se obtiene sacando la diferencia entre el 
de la pirámide entera y el de la pirámide truncada.. 
El volúmen de un: poliedro cualquiera puede 
valuarse descomponiendo en pirámides 4 este polie= 
dro, ó reduciéndolo en prismas triangulares trun= 
cados..; PENOSA 
264. Teorema. Un prisma triangular truncado 
es equivalente á tres tetraedros de una misma base, 
que tienen sus vértices respectivos, colocados:en ca: 
da uno de los ángulos del triángulo opuesto á esta 
base:. A E 
265. Corolario. El volúmen de un prisma tri- 
angular truncado tiene por medida al producto de su 
base por la tercia parte de la suma de las tres per- 
pendiculares bajadas sobre'esta base desde: cada uno 
de los ángulos de la base superior: 
266. Teorema. Dos. poliedros semejantes son 
entre sí como los cubos de sus aristas homólogas ..... 
Nota. Los volúmenes de los tetraedros que tie- 
nen un ángulo triedro comun, son entre sí como: los 


productos de las'aristas que en cada uno compren- 
den este ángulo 


nn 
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SECCION 11. 


De los cuerpos redondos emmm 


267. “Los cuerpos redondos son los'que se pro- 


ducen haciéndolos girará una figura plana al rede- 
dor de.una: línea recta, 
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No. se. consideran en. los Elementos de: Geóme- 
tría mas que el cono recto, el cilindro recto yla 
esfera , ) náriq 
+ +El cono recto se engendrayhaciendo girar. un tri 
ángulo rectángulo al rededor del no. de los, lados 
del ángulo recto, de modo que la hipotenusa venga 
á describir la superficie cónica recta, 
El lado al rededor: del cual gira: el triángulo ge- 
nerador., se llama el ege, ¡ 
La base del cono es un:cítculo , 5 
Toda seccion ejecutada por un plano paralelo 4 
esta base es igualmente un círculo, 
Las circunferencias de estos círculos son propor. 
cionales á sus distancias al vértice, 
Sus areas son: entre sí como los cuadrados de es- 
To a rin VEDA re RAN 08d 
Nota sobre el cono oblicuO.ieomomoionedo sin 2orcnosnos 
268. Observacion. Cuando tenemos conocimien- 
to de todas las dimensiones de un tronco de cono 
recto con: bases paralelas, podemos con.el. auxilio: de 


lo: que antecede. determinar la altura del cono. en-. 


tero- qa adi diag 


269. Teorema. Se pueden descubrir en tedo 
caso dos pirámides regulares, la una inscrita: y. la 
otra circunscrita á-1n:cono: recto, tales que. la dife- 


rencia-de: sus areas sea menor que cualquiera mag-..' 


nitud dada, por pequeña que esta sea, . 

Etarea de una pirámide regular , cuando en ella 
no se comprende su base, tiene por medida la mitad 
del producto del contorno de esta base por la per- 
pendicular bajada desde el vértice sobre uno de sus 
lO iio RR 

270. La area del cono es en todo caso menor 
que la de la pirámide circunscrita, y mayor que la 
de la pirámide inscrita ; pero. cada una de estas últi- 


mas puede acercarse 4 la primera como se quiera... 


231 


233, 


271. Teorema, El area de un cono recto tiene 
por medida la mitad del producto de la circunferen- 
cia del círculo que le sirve de base por su lado......... 

Nota donde se da á:conocer otro género de de- 
mostracion para la proposicion anterior y sus análo- 


ri PUR DURAS A UR 


272. Teorema. El area de un tronco de cono 
recto con «bases paralelas ó de un como trúncado, 
tiene por medida la mitad del producto dela suma 
de las circunferencias de sus dos bases por su lado, ó 
el producto de este lado por la circunferencia hecha 
á igual distancia de las bases. . ES 

N..B. Sustituyendo el «vértice en vez de la base 
superior, vienen, á convenir estas medidas ¿al cono 

, entero, biidasa 

273: Teorema. En todo caso se pueden deter= 
minar dos pirámides, la una inscrita y Ja otra circuns- 
crita, que se diferencien tan poco como.se quiera del 
cono, siendo menor la ina y mayor la otras. Y 

274. Puede siempre asignarse una pirámide ins= 
crita y otra circunscrita 4 un cono recto > tales que 
la diferencia de sus volúmenes sea menor que cual- 
quier cantidad dada ,-por pequeña que ella.sea...... 

275»... Teorema. El volúmen-de'un cono tiene 
por medida al tercio del producto del area de su ba- 
se por su Amanda 


Nota sobre el cono A e, 
276... Problema. Hallar el volúmen de un tron- 
co de cono recto con bases paralelas. ocios 
277. Un rectángulo que: da vueltas al rededor 
de uno de sus lados engendra un cuerpo llamado ci- 
lindro recto, 
Las bases de un cilindro recto son círculos igua= 


les y paralelos, asi como todas las secciones paralelas 
a estas bases, 


TOMO 1IX, 6 


IRA Orta i ron nnn ar onc santa ricrna renos 
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El lado:al rededor del cuál se vuelve el rectán= 
gulo generador, se llama el egin. 
Nota sobre el cilindro oblicuo. coman 


278. Teorema. Se:puede inscribir y circunscriz. 


bir á un cilindro'recto dos prismas: rectos , tales que 
la diferencia de sus areas sea menor que una mag- 
nitud dada, por pequeña que sea esta cantidad......... 

279: Nota. Corolario. Se puede en' todo caso 
determinar un' prisma inscrito Ó circunscrito que se 
diferencie cuan poco se quiera del area del cilindro 
recto, mayor que la primera, y menor que la se- 
gunda.. Do 

280. Teorema. El area de la superficie convexa 
del cilindro:recto tiene por medida al producto de 
la circunferencia de su base por-su. altura... se 

281. Teorema, Se pueden en todo caso formar 
en el cilindro dos prismas, uno inscrito y otro circuns- 
crito, tales que sus volúmenes se diferencien entre sí 
tan poco COmo'Se quiera cianoriclacadoniodicivonóncinnaca loss 

282. Corolario. Se pueden construir un prisma 
inscrito y un prisma circunscrito , tales que sus volú- 
menes se diferencien tan poco como se quiera del del 
cilindro, que será en todo caso mayor que el pri- 
mero y' menor que el segundo....amoorcinonnnaroncanraoróno a 

283. Teorema. El volúmen de un cilindro rec= 
to: tiene por medida el area de su base por su altura. 

Nota sobre el cilindro oblichO.....cconoicnninas. 

284. Un semicírculo, girando al rededor de su 
diámetro , engendra la esfera y la semicircunferencia 
que la envuelve, describe la superficie esférica, 

El diámetro , al rededor del'cual gira el semicíra 
culo generador, es el ege, y sus extremos son los 
polos, 

La superficie esférica tiene todos 'sus puntos 
igualmente distantes del centro del círculo generador. 

285. Teorema. La seccion de la esfera por' me- 


id, 
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242 


id. 
id. 
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dio de un plano cualquiera , es en todo caso un círculo. 
286. Observacion. Los círculos cuyo plano pa- 
sa por el centro de la esfera, son círculos máximos, 
todos los demas son círculos Menores, .comiarciin cas ecos 
Todos'los círculos máximos son entre sí iguales, 
287. Corolario, Dos círculos máximos se cortan 
constantemente en dos partes iguales. 
288. Cuando tres círculos se: cortan «dos 4:dos 
en la superficie de la esfera, forman un triángulo es- 
férico, de los cuales se consideran en los Elementos 
los únicos que estan formados por: tresárcos de-cír- 
culos máximos ainia dad 
289. Teorema. La suma: de dos: lados cnales- 
quiera de un'triángulo esférico es constantemente 
mayorque eltterceoróngian ondaa 
290. 1.2 Corolario. El camino mas corto «para 
pasar de un punto á otro sobre la superficie esférica, 
es el arco de círculo máximo determinado: por:el pla 
Ho que: pasa por estos dos puntos y por el centro: de 
la estrada oa no 
291. 2, Corolario. La suma: de los tres lados 
de un triángulo esférico es menor que la circunfe- 
rencia de un círculo máximo... conato co 
292. Teorema. Si por el centro de un “círculo 
cualquiera trazado sobre la :esfera“se levanta: una 
perpendicular, pasará esta por el-centro de la esfera, 
y la cortará en dos puntos , cada uno de los cuales se 
ballará igualmente distante de todos los de la circun- 
ferencia del círculo PYO PUSO iii 
293-- Corolario..Cada uno de estos puntos, que 
se llaman polos, servirá para describir este círcilo. 


E La recta que los junta, es el ege del mismo cir 
culo 


294. Teorema. El plano tirado porun punto de 
la superficie de la esfera perpendicularmente al radio 
que pasa por este punto, es tangente á la: esfera; y 


XLDI 
1d. 


244 


id, 


246 


247 


248 


XLIV 
recíprocamente el plano tangente 4 un punto cual- 
quiera de la superficie esférica, es perpendicular 4 la 
extremidadideleradio io io ita drndas 

295. Teorema, Dos porciones correspondientes 
de polígonos regulares, la una inscrita y la otra,cir- 
cunscrita al círculo generador de la esfera, describen 
al tiempo de girar al rededor del diámetro de este 
círculo: dos cuerpos, cuyas areas pueden diferenciar- 
se en menos que ninguna cantidad pequeña, por chi- 
ca que; esta sea. 

El arca de cada uno de estos cuerpos tiene por 
medida al producto de su altura por la circunferen- 
cia del círculo inscrito al polígono que lo engendra. 

296.. Corolarío. El area del cuerpo inscrito es 
menor que la de la porcion correspondiente de- la es- 
fera; masel area del cuerpo circunscrito.es mayor, y 
sin embargo.se pueden encontrar dos. cuerpos cuya 
area se:diferencie, tan poco como se quiera de la de 
laporelonodeesferacg- 101000. mo aio 

o 297. El area del casquete esférico es igual á Ja 
altura. multiplicada por: la circanferencia de un cír- 
culomérimaio diran ori 

298.1.” Corolario. La area de una esfera entera 
es igual 4 su diámetro multiplicado por la circunfe- 
rencia, de un círculo máximo , y la. de. una zona cual- 
quiera es igual «al producto de esta zona por-la cir- 
cunferencia de un círculo máxiMO.iciócicnnninnon orinar 

299.2.” Corolario. El area de la superficie es- 
férica es cuádropla de la de uno de sus círculos má- 
XIMOS iria oir adidas 

300.: Teorema. El/area del huso esférico. es á-la 
de la esfera:como el ángulo plano que.mide al ángn- 
lo.diedro que forman los planos que determinan este 
huso,.es 4, cuatro rectos.,; 


301: Teorema; Elvarca de un triángulo esférico, 


es á layde da esfera entera como la diferencia,entre,la 
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suma de los tres ángulos diedros formados por los 
planos de los círenlos que componen este triángulo 
y dos ángulos rectos, es 4 ocho ángulos JOCLOSa 0020.» 

Nota donde por medio de la proposicion ante- 
rior se demuestra que dos triángulos esféricos que 
tienen sus lados respectivamente iguales á cada uno 
al suyo, mas que reunidos nos presentan alguna in- 
version, son equivalentes.......... 

302. Zeorema. La diferencia entre los volúme- 
nes de los cuerpos engendrados por dos porciones 
correspondientes de polígonos regulares, la una ins- 
crita y la otra circunscrita á un arco de círculo, 
mientras la revolucion de este arco al rededor de es- 
te ege, y mientras se hallan cerrados por la superfi- 
cie cónica,, descrita.en la misma circunstancia porel 
radio que termina. las dos porciones del polígono, 
pueda ser tan peyueña como se quiera. 

El volúmen de cada uno; de estos cuerpos tiene 
por medida la suma de las areas descritas por los la- 
. dos del polígono generador, multiplicada por el ter- 

cio; del radio del círculo inscrito 4 este polígono... 

303. Corolario. El sector esférico, engendrado 
por la revolucion del sector circular, es menor que 
el cuerpo. circunscrito, y mayor que el inscrito; 
mas su diferencia con el uno ó con el otro de estos 
cuerpos,, puede reducirse 4 cuanta pequeñez se 
QuiCrA...... e ao 

394... Teorema. El volúmen de un sector esféri. 
co. es igual al area del casquete sobre que se apoya, 
multiplicada, porel tercio del radio.. , 

305»: 1, Corolario. El volúmen de la esfera es 
igual á su area, multiplicada por el tercio del ra- 
día , ó al area de su círculo máximo multiplicada por 
los dos tercios:de su didmetrO...noo ains, oí 

. 396: 2% Corolario. La medida del sector esfé- 
rico, 4uR Cuando supere á la semiesfera, es la mis- 


AA 


xIV 


255 


258 


262 


XVI k 
ma queten*el AUMero ATRAEN nai cdi ceciós 
307. 3." Corolario. El volúmen de la porcion 
de esfera engendrada por el semisegmento circular, 
y quese llama segmento esférico, se obtendrá qui- 
tando del volúmen del sector esférico el del cono 
correspondiente , 
El volúmen de la zona se obtendrá considerán- 
dolo como diferencia de dos segmentos formados en 
la esfera por los planos que terminan esta Zona... 


De la comparacion de los cuerpos redondos... 


308. Los cuerpos redondos semejantes son los 
que se hallan engendrados por figuras semejantes, 
En los conos semejantes, los lados , las alturas, 
los radios de las bases , sus circunferencias son pro- 
porcionales, y las areas de las bases 'son como los 
cuadrados de sus líneas homólogas ; lo cual se verifica 
del mismo modo con respecto á los cilindros seme- 
jantes, : 
"Las esferas:son' cuerpos semejantes. ciaorcionconionaos 
309. Teorema. Las areas de los conos semejan= 
tes son como los cuadrados de los lados de estos 
conos, y sus volúmenes como los.cubos de estos mis» 
ES nt ar drop 
gro, Teorema. Las areas de los cilindros 'seme- 
jantes son como los cuadrados de los lados de estos 
cilindros, y sus volúmenes como los cubos de estas 
mismas líneas......... 
311. Teorema. Las arcas de dos esferas son co- 
mo los cuadrados de sus radios Ó de sus diámetros, 
y sus volúmenes como los cubos de estas mismas 
WC Ai ARA 
312. Observacion. El area convexa del cilindro 
circunscrito es igual 4 la de esta esfera , y el volú- 
men de este último cuerpo no es mas que los dos 
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ter:ios del primero, 0 00, 
313 Conclusion , en la cual se hace ver que 

no pueden haber mas de cinco especies de polie- 
dros regulares, y que las caras de estos poliedros 
no pueden menos de ser ó triángulos equiláteros,ó  : 
cuadrados Ó pentágOnOS: suso rrerrernarerinaos arncoreerszuensaso. ida 
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SUPLEMENTO: 
AL TRATADO “ELEMENTAL DE ARITMÉTICA, 
NECESARIO PARA ESTUDIAR EN SEGUIDA” 


LOS ELEMENTOS DE GEOMETRÍA. 


T: P.. abreviar el discurso se han sustituido sig- 
nos particulares 4 las: palabras: mas frecuentes; y cuan= 
do se trata desun número 6 de una cantidad cualquiera; 
sin considerar su valor particular, y «sí solo para indicar 
sus relaciones con: las otras 'cantidades;:ó: Jasopetaciones 
bajo las cuales debe estar sujeta ,:se la designa : por una 
letra del alfabeto, que entonces toma a nombre: abiera. 
do de esta:cantidad. -: 1 

++ Significa mas Ó:sumado .con.. 

La expresion A-+B'indica lasuma que resulta' del 
valor que representa ¿la letra A sumado con el que re- 
presenta B,Óó A mas B. 

—Significa menós..! E 
2 A=B> indica la diferencia ¿Atl se Gatts del valo 
que representa A el que representa B,:Ó A menos B. 

x Significa multiplicado por. 

AxB indica el producto del valor que reprñsblta A 
multiplicado por el que representa B,ó A multiplicado 
por Bonomda | ob poi £ bi 


¡A 
B a el cuociente del valor que representa A dividi- 


do por:el-que representa B, 6 A dividido por B. 
TOMO 111, A 


2 : ELEMENTOS 

A=B significa que el valor que representa A es 
igual al que representa B,6 A igual á B, 

, A>B, significa:que el valor: que representa A es 
mayor que el que representa B, ó A mayor que B. 

A<B significa A menor que B. 

2A, 3A éxc. indican el duplo, el triplo cc. del ya- 
lor que representa A. 

2. Cuando se multiplica un número por el mismo, 
se forma su segunda potencia-Ó-su cuadrado: 5x5 ,Ó 25, 
es la segunda potencia de 5, Ó el cuadrado de 5 

La segunda potencia es el' producto de: dos factores 
iguales; cada uno de: estos factores: es la raiz cuadra- 
da del producto::5 esila-talz cuadrada:de:'2 5. 

¿Si se multiplica la segunda potencia por su raiz, se 
tendrá la tercera potencia Ó:el cubo ::5x28 6125, -es 
la tercera potencia de 5. 

La. tercera potencia es un producto formado por la 
multiplicacion de tres factores iguales: cada:uno de- éstos 
factores es la raíz cúbica de este producto: 125-es el 
producto de 5 multiplicado dos veces por sí mismo, 
Ó-$x9x8 5 y 5 esla raiz cúbica de 125. paoley 

En general A? es la abreviacion de AxA., é indica la 
o potencia , ó el cuadrado de A, 

o! Alindica la: raiz cuadrada de A-ó el número' que, 
muláplcado por)sí (mismo , producirá el valor que repre- 
senta A. 

As. esla: abreviacion de AxAxA, 6 indica la“tercera 
poteicia ó.el cubo de A, 


YA indica la raiz cúbica de A ó el número. pues, 


multiplicado dos veces por sí mismo, producirá el valor 
que representa A. 


Todos-los números no son cuadrados:ó cubos perfec= 


DE GEOMETRIA. 3 
tos; es decir, no tienen raices cuadradas Ó cúbicas exacta- 
mente; -19,, por ejemplo, está entre 16, que :es el:cua- 
drado:de 4. y-2 5» que eseb cuadrado de $, es un núme- 
ro cuya raiz está comprendida entre»4',y> $03 péro. que 
no se podrá hallar ni aun por medio-de las fracciones; es 
por lo mismo incomensurable.:> fe 09 l 

Igualmente 89. sehallal entre: 64.,:que es el «cubo 
de-4 ¿y 12:55 que es el de 5,3: perasqueno.se:podrá jas 
mas señalar exactamente, Se: hallarán en Jos Elementos de 
Algebra los métodos para aproximar cuanto se quiera las 
raices.cuadradas «y -las:raicesocábicas de: los números que 
No son cuadrados ó cubos perfectos, 


Los tres artículos isiguientes seodeben estudiar antes del 
Mmúmero ¿8. 

3. > Cuando: dos. :proporciones:tienem únia' tazón:co- 
mun, es. patente: que.con: las.» otras dos 'razones; se podrá 
formar: proporcion, PA <ada-una de estas es igualá la 
razon comun. 


Si:tenemos «> Arribas iO 
Es EnuGriDo 1 
resultará necesariamente A: Br Br Fada 000 


Cuando dos .proporciones:tienen:los: mismos: antece= 
dentes, los consecuentes formarán: ,proporcion; pies si te- 
nemos ¿Sis a AB B 2196 3D 


«21 ARE: Cork 
mudando:de' ingarlos «medios,, ecsultatin Jas: A de 
A:QuB:D : sol y 


so ad sb Bad 
de donde se deduce B-: D::E:F 
6 lo que es lo mismo. B-;E::D :F. 


4 . 2 ELEMENTOS 
4. > Se podrán hacer:con las proporciones otras altera 
ciones:que la ¡inversion de los términos , las cuales:no in= 
finyen en: la: igualdad «de los produc de das extremos 

com el de los medios; y 

» 1. Sial consecuente: de una: razon: se SE añade: su 
antecedente, y esta suma se “compara con el antecedente, 
esteestaráscontenido en “dicha suma una vezomas que lo 
que estácen:el primer consecnénte;-la:nueva-razon será 
igual 4 la razon primitiva laúmentada:de:la-unidad. Si se 
hace la misma operacion sobre ¿las: dos«razones de «una 
proporcion, resultarán:evidentemente dos «nuevas razones 
iguales entre sí, y por consechencia, ina nueva proporcion. 

Sea por EjeuBla la proporcion 


lsh. arto, abia, lb Ós s 018; 
se tendrá 6+4-34 53 18412: 12, 
ó 10:45:30: 12. 


-002:2oSidel consecuente de una razón se resta el ante- 
cedente, y:esta diferencias se comparas con':el anteceden. 
te seste estaráncontenido/enidichardiferencia:una:wez:me- 
nos que en el primer consecuente: la nueva razon1será 
igual á la razon primitiva disminuida de la. unidad; Si se 
hace la misma opéracion con las dos razones de la Propor- 
cion, resultarán.'dos 'nueyas ¿razones Ends entre: sí; y: 


en consiguiente ina mueva: ie gocioa obns 
¿Dela proporcionoy 060 8omos 20 

se bra 64 243 11812: 12, 

ó Hio9 42 L3ok: 12. 


010 Enyna proporcion cualquiera: entie cantidades: séñas 
ladas por letras A: BR: C::D: A 
se tendrá por la operacion dicha arriba 
B+A : A: :D+C 0, 
B-A:A:: D=G :C. 


DE GEOMETRIA. 

Si se cambian de lugar los medios en estas últimas, 

resultará BA DC: 32 A: C; 
B-A :D-C ::A:C; 
y por la misma operacion, la proporcion 
A:B::C:D 

se convertirá en A: CB: D; ; 
y porque las razones A: C, B.: D son: iguales, se' con- 
cluirá BA DC rió: BB: D, 

B-A:D-C::A:Có::B:D, 
resultado quese expresa del modo:siguiente. 

En toda proporcion la suma:ó la diferencia de los 
dos primeros términos es á la suma ó la diferencia de 
los dos últimos , como el primero es al tercero, ócomo el 
segundo es al cuarto. 

Las dos razones A : C:ó-B-: D, son comunes 4 las 
dos últimas proporciones ,:de donde resulta que las otras 
razones de las ¿mismas proporciones son iguales, y: por 
consecuencia 


B+A: D4C:¿B=A: D-C, 
ó, mudando de lugar los medios, 
B+A : BA :0:D+C : D-C; 
quiere decir que: la suma. de los dos primeros términos de 
una proporcion escá su: diferencia como la suma. de los dos 
últimos es igualmente desu diferencia. i 
Por ejemplo: ¡ 
6+4 64000018812 00181 2; 
ó 10 Mie 3036, 
Cuando la proporcion: 
AB :DO:D: ¿ 
se cambia en A:C::B::D, 


A y B:somlos antecedentes, C:y D los consecuentes 3 y 
las proporciones 


6 ELEMENTOS 
B+A:D+C::A:Có::B:D, 
BA: :D-C:5A:;Có::B;D, 
que dicen lo siguiente: 

La suma 6 la diferencia de los antecedentes de una 
proporcion es á la suma:ó la diferencia de los consecuen 
tes, como un antecedente es.d su consecuente, 

De donde se deduce que la suma de los antecedentes 
es á su diferencia como la suma de-los consecuentes es á 
su diferencia. ; 

Si tenemos una continuación de razones iguales 

ADD EE 
considerando en primer lugar que las dos primeras forman 
la proporcion 

As: Bi: 02D, 
se deduce por lo que precede 
A+C:B+D:: A: B; 

y porque la tercera razon E : E es igual á la primera 
A : B, se tendrá 

'AECGBS+D GE: EF, 

Si se toma la suma de los antecedentes y la de los con= 
secuentes en esta- última proporcion, resultará 

A+C+E:By+D4F:0:E3Eó::A:B. 

» Siguiendo el mismo método, sea el número que quie- 
ra el de estas. razones iguales, se tendrá finalmente: l2 
suma de un número cualquiera de antecedentes es á la 
suma de sus consecuentes, como un antecedente es á su 
consecuente. 

5. Cuando hay dos proporciones cualesquiera. 

AB: PCND 

EF EG:ÓR, 
y se multiplican ordenadamente, esto es, término por tér- 
mino , los productos formarán proporcion, y será 


DE GEOMETRIA. 7 
AXE : BxF :: CxG : DxH. 


: BxE 
Esto es evidente, porque las nueyas razones —= 


¿Ax E' 
DxH ¿ 
“xG * serán respectivamente los productos de las razo- 


nes primitivas 


Be BrODA TE 
ade cda: 
que son iguales. 
Si se multiplica la proporcion 
AVMBSACID 
por ABAD] 
se tendrá (2) 
ABANICO DE 
de donde se sigue que los cuadrados de las cuatro can: 
tidades forman una nueva proporcion. 
Mnltiplicando la proporcion 
ASIBAC DI 
por AB AO AD 
se tendrá A?: B3: : C3: Ds, 
esto es, que los cubos de cuatro cantidades en propor» 
cion , forman otra nueva proporcion, 


Los dos artículos siguientes se refieren al número 76. 


6. — Muchas veces se consideran las cantidades des-” 
compuestas en Varias partes; y se necesita sumarlas, xes- 
tarlas ó multiplicarlas en este estado; esto es, determinar 
de qué'modo los resultados de estas operaciones se for- 
man de las partes de las cantidades propuestas. Vamos 
á dar tina regla sobre esto: . 

1.2 Es evidente que si se quiere sumar la cantidad 
B=C con la cantidad A ,“es preciso escribir A+B=0, 
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respecto á que no es ni B:niC lo que se propone su- 
mar con A, sino solamente el exceso de B 4 C. 

pd 2 1 1 
M 12 Q 

Por otra parte si se toman las rectas MP, PN y QN 

para representar las cantidades A, B y GC, se verá que 
PO=PN=0QN, 
MP=-PO=MP+PN-0QN. z 
2.2 Si de la cantidad A se quiere quitar la: cantidad 
BC, se escribirá A+C—B, ó lo que es lo mismo, 
A=B+C.. : 

En efecto, la diferencia de dos cantidades no se alte» 
ra cuando se añade á cada una la misma cantidad; luego 
si se añade C á B=C, resultará B3'haciendo la misma 
adiccion á-la cantidad A se tendrá A+-C, y la sustraccion 
de B dará entonces A+-C—B. 


——N 


=== e _ —_—— 
M P Q Al 
Esta línea confirma este resultado, porque si se to- 
man las rectas MN, PN, PQ para representar las' canti- 
dades. A, B, CO, será 
3 QN=PN—PQ, 
MN-—QN=MQ=MP+W-PQ, 
y pues que MP=MN-—PN, saldrá 
MP-+-PQ=MN—PN+PQ; 
lo. cual corresponde 4 A—B-+C. ñ- 19 
1:82 El producto de la cantidad A por la cantidad 
BC, está representado por AxB+-Ax<G; porque debe 
de..contener. tantas, veces el número A como unidades 
hay en la suma de los números B y C; por consiguien= 
te debe de componerse de A tomado tantas veces como 
unidades hay en B, mas de A tomado tantas veces co= 
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mo unidades hay.en C, lo que se escribe. asi AB 
AxC. 

4. El producto de A por B=C: se representa por 
AxB=AxC;' porque'si se expresa B=C por: Des cla- 
ro que se tendrá B=D+C, y. por“ consiguiente-A <B= 
AxD+AxC : de donde:se deduce que -AxD=AxB-= 
AxG, lo que forma: Ja proposicion antecedente; pues que 
D=B=C. ¿Te A rom! Í Í , 

7. De esto se sigue que el cuadrado de: un'númez 
ro compuesto de dos partes, contiene el cuadrado de la 
primera, dos veces el producto dela primera por la se 
gunda, y el cuadrado de la segunda, El número 13, 
por ejemplo, és'lo mismo que 9+4'; su cuadrado 1 69 
se compone 1 L of 

del cuadrado:de 9,6 81 
de 2: veces 94, 6 72 


/ 


- del cuadrado de 4,616 
E 25 Total... 169 - 

Para: probar esto en general ; basta :observar: que: el 
producto de A por B+C es AxBxAx0C, si serhace A= 
B+G.) los productos parciales AxBy :AxC- durán 
BxB-+BxC , y BxO+xCC ; reuniéndolos:,' saldráio si- 
guiente ; ; ” 2ON9Up 

BxB+4Bx C+B<O0+0x C, 
lo que puede escribirse del modo siguiente: 
£ B42B x0+C*, 
que es el cuadrado de-B-+G, conforme:se dijo arriba. 

Por el mismo medio se demuestra que el cuadrado 
de la diferencia de dos cantidades: se compone del Jcua- 
drado de la Primera , menos dos veces el producto de la 


Primera por la segunda, mas el cuadrado de la segunda? 
TOMO 111, B 
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El número 9, que es igual 4 134, por ejemplo, su 
cuadrado 81 está formado de 169—2 veces 4x 13+16, 
lo que fácilmente se puede comprobar, 

La demostracion general de la. proposicion 'antece= 
dente se da haciendo A=B=C»,'en el producto de A 
por la diferencia BC; porque este producto siendo 're- 
presentado por AxB—AXxC, si se sustituye B-C en lu- 
gar de A, en los productos AxB y AxC, resultarán res 
pectivamente 

BxB—BxC y BxC-CxC; 
y para restar el segundo del primero será preciso, se- 
gun el artículo 6, escribir 
Bx B-Bx C—Bx C+CxC, 
ó lo que es lo mismo 
B2BxC+C>, 
que dan el cuadrado de BC, conforme á lo arriba dicho. 

Las nociones precedentes son suficientes para enten- 
der las proposiciones necesarias de la Geometría, porque 
se puede, en el número 14.1 , limitarse á la solucion grá- 
fica, y. pasar los números 150,156, 157',:que no sir- 
ven sino' para calcular la relacion de la circunferencia al 
diámetro, que puede obtenerse fácilmente en la Trigono- 
metría por los senos .y las tangentes de. los arcos pe- 
queños. 


OBSERVACION, 


En la forma de razonamiento adoptado para la expo- 
sicion de Jos Elementos de: Geometría , es necesario enten- 
der que 

Un axioma es una verdad evidente por sí misma, 

Un teorema es una proposicion que necesita demos» 
tracion, 
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Un corolario es una consecuencia de una proposicion 
que se ha demostrado, 

Un problema es una cuestion'que se ha' de resolver, 

Una proposicion, que solo sirve de preparacion para 
otra, se llama lema. 

A las notas se les da el nombre de escolios. 

Es de observar que un teorema contiene dos partes; 
á saber: la hipótesis, y la conclusion; que es su conse- 
cuencia. No siempre es posible invertir el enunciado; es- 
to es, que: tomando la conclusion por hipótesis , no se tie= 
ne siempre por conelnsion necesaria la hipótesis primiti- 
va; y esto consiste en que la conclusion primitiva convie= 
ne algunas vecesá un número mayor de casos que la hipó- 
tesis; de donde viene la necesidad de demostrar las pro- 
posiciones inversas, que tambien se llaman recíprocas 
cuando se quiere hacer uso de ellas. 
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DE GEOMETRÍA. 


NOCIONES GENERALES RELATIVAS Á LA EXTENSION. 


) 
rl. E, espacio que cada cuerpo ocupa tiene nece- 
sariamente tres dimensiones, que designamos:por los nom= 
bres. de longitud, latitud Ó anchura; y profundidad ó 
altura Ó grueso. E t 

No es posible despojar 4 cuerpo alguno de: ninguna 
de las tres expresadas dimensiones sin: que al mismo tiem= 
po se le prive enteramente de la existencia; y no podría- 
mos distinguirlos del.espacio indefinido si no se; hallaran 
terminados, ó si no tuviesen límites , sin los cuales nos se- 
ria absolutamente imposible formarnos idea alguna de 
ellos. Estos límites, que percibimos por medio de nues- 
tros sentidos, y que consideramos como destituidos de 
todo grueso, son las que llamamos superficies. 

Cuando un cuerpo nos presenta muchas caras ó fa- 
chadas , cada una en el lugar en que se nne con alguna 
otra, tiene sus límites que no tienen grueso ni anchura, á 
los cuales llamamos líneas. 

Finalmente, estas últimas tienen en los lugares en 
que se encuentran unas con otras sus límites Ó extremi- 
dades, que ni tienen grueso, ni latitud, ni longitud, y 
se llaman puntos. 

La existencia de estas diversas especies de límites es 
indudable, pues que de ellos nos valemos para juzgar de 
la figura del cuerpo. Nosotros consideramos á cada lími- 
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te con separacion, y prescindiendo: de uña ó:de «dos:de-las 
dimensiones del cuerpo, las cuales por; Otra parte no pue: 
den. ser» aniquilidas 3 porque no: ;pudiendo;-hácer otra 
cosa que modificar las formas dela matériay se efectúan 
siempre ¡nuestras operacionessobre cuerpos. y. jamás; só» 
bre superficies, ni sobre líneas, ni sobre puntos; pero su 
resultado discrepa tanto menos del del: razonamiento, 
cuanto mas: cuidado ponemos en disminuir las dimensio- 
nes extrañas á las del límite que hayamos: considerado en 
el cuerpo. Por medio del razonamiento alcanzamos :este 
límite; con el auxilio del cálculo nos podemos aproxi- 
mar á él indefinidamente, mientras que la exactitud de 
las operaciones necesarias encuentra su término en la in- 
evitable imperfeccion de los instrumentos. 

2. Entre las líneas, la primera que se nos ofrece es 
la línea recta; de la cual damos una idea bastante clara 
diciendo que es el camino mas corto por donde puede 
pasarse de un punto á otro. 

En esta idea se halla asimismo comprendida la posi- 
bilidad de prolongar la línea recta indefinidamente 'mas 
allá dé cada uno de los extremos que anteriormente se la 
hayan asignado, asi como la imposibilidad de efectuarlo 
de varios modos. 

Bien claro se ye que no hay mas que una sola es- 
pecie de línea recta, y que necesariamente debe ser cur- 
va toda la que no sea recta, ó no esté compuesta de dos 
Ó mas líneas rectas. Ya se deja ver que debe haber un 
número infinito de diferentes especies de líneas curvas. 

Entre las varias superficies con que se nos presentan 
terminados los Cuerpos, notamos desde luego el plano ó la 
superficie plana, que se diferencia de otra cualquiera en 
que se la puede exactamente aplicar ó trazar en ella una 
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línea recta en todos los sentidos, No hay. ni puede haber 
mas de una sola especie de planos, ó de superficies planas. 
Toda superficie que no sea plana ,:Ó no esté compues» 
ta de muchas planas, ha de ser necesariamente curva; y 
el. número: de-especies de «superficies curvas es infinito, 
Expondremos sucesivamente las propiedades mas no= 
tables de las líneas , de las superficies y de los cuerpos, ci- 
ñéndonos á aquellas cuyo conocimiento sea indispensable 
para cultivar con fruto los diversos ramos de las matemá-= 
ticas puras y mixtas. 
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PRIMERA PARTE. 


SECCION PRIMERA. 
De las propiedades de las líneas rectas y circulares. 


N. B, En toda:esta primera ¡parte las: líneas. re pre= 
sentadas en: las figuras se hallan situadascen un mismo 
plano. 

Definiciones y nociones preliminares. 


3. En: los elementos «de: Geometría no consideramos 
otras especies de líneas sino solas dos, á:saber :-la: línea 
recta y que es el camino:mas corto que puede imaginarse 
para pasar de un punto á otro; y la circunferencia. del 
círculo 6 la línea circular, cuyos puntos estan todos situa- 
dos:en un mismo plano: y 4 igual distancia de otro: punto» 
del, mismo: plano, el cial:se llama su centro. 

AB, fig: :1:, es una recta. Bien claro se ve (2) que Fig. r. 
nada se opone 4 que se le prolongue indefinidamente y 
cuanto se quiera hácia: la izquierda del punto Ay ú há- 
cia: la derecha: del punto B., de: modo que resulte ¡ter- 
minada- de nuevo por:otros dos cualesquiera: de sus, pun- 
tos C y-D,'del mismozmodo quevantes Jo: estaba: por: los 
puntos A y B;es decir, que si nos propusiéramos juntar 
por medio de una. recta. los: dos puntos O y D, el trazo 
Pasaria necesariamente sobre: Ja línea AB: ; 

ABCD, fig. 2,es una circunferencia de círculo cu- Fig. 2. 
yo centro es el punto O. Las rectas AO, BO, CO, que 
miden la. distancia que hay desde. cualesquiera de: los 
puntos Á., B, C de la circunferencia “al. centro O, y:son 
todas entre sí iguales, se llaman: radios del círculo 3 4.una 
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parte cualquiera de su circunferencia , se la da el nombre 
de arco; y bajo la denominacion de círculo entendemos la 
porcion del plano que por todas partes se halla termina- 
da por la línea circular. : 

Con mas que suficiente claridad se echa de ver que 
para determinar todos los puntos que en nn mismo plano 
se hallen igualmente distantes: del punto. O; y su distan= 
cia:sea la: conocida 40,, basta! describir, haciendo centro 
en O, y con un radio igual á ao, una circunferencia de cít= 
culo, en la cual deben forzosamente hallarse todos los 
puntos del plano cuya distancia al O sea la dada 20. 

En' esta suposicion: pasemos á>tratar primeramente: de 
las:lineas: rectas .2oL 2ploz on ¿l 2 » 

4. Medir la: distancia de: dos:puntos:ó. la longitud 
de una recta es determinarocuántas veces contiene esta 
recta á otra que hayamos adoptado por unidad : lo cual 
se'. consigue “aplicando! sucesivamente esta segunda: á- la 
primera cuantas:veces sea: esto posible'; y en caso:que por 
“úlltimo resulte algun: resto, es necesario que procutemos 
apreciarlo:como fraccion de launidad, 

En general , «medir una línea: con otra es buscar la 
relacion! que entre: sí tengan estas dos¡líneas:,:ó indagar:si» 
porventura existe alguna línea:mas pequeña; que: estan= 
do contenida un número: exacto, de. veces en la tina y en 
la: otra ;:sea: la: medida comun de ambas. Tiene, pues, se: 
mejanza esta investigacion respectiva: 4:las líneas con la 
del divisor comuri de los:números;> 


J , 
1549 


71: PROBLEMA, 

5+> Dadas que, sean dos rectas, hallar su medida 
comun , Ó por: lo menos determinar con aproximacion: la 
relacion: que entré: sí tengan. 00! 
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Solucion, "Sean AB y CD, fig: 3, las dos rectas da- Fig.3. 
das. Aplíquese sucesivamente la menor 4 la mayor cuan- 
tas veces.pueda estar contenida! lavuna en la otra; y asi ve: 
remos que la línga AB, ademas de contener trés veces'á la 
DC desde A hasta E, nos presenta despues de esto: el 
exceso EB; de modo que á consecuencia tendremos : 
AB=3CD-+EB. 

Inmediatamente aplicaremos-4 Ja línea CD el exceso 
BE, y veremos que despues de estar contenido en ella 
cuatro veces, resulta: un segundo: exceso: EDy lo cual 
nos dará: 

CD=4EB+-FD. 

Aplicaremos del mismo modo: este segundo exceso ED 
al primero EB; y hallaremos que este le lleyavalotro el 
exceso GB, de manera que 

EB=FED+GB. 

Aplicando finalmente el exceso GB al FED, y hallán= 
dole contenido en él «tres veces, tendremos por último 
resultado % | ( 

FD=3GB. 

Reascendiendo ahora del valor de FD al de EB; 
desde este al de CD, y desde este último al de AB , se 
Nos presentarán sucesivamente : 

FD=3GB; EB=4GE; CD=19GB;'AB=61GB: 

en donde se ve. que el último exceso GB es la medida 
comun de las rectas AB y CD; y puesto que se halla.con- 
tenido 6 1. veces en la primera y 19 veces en la segunda, 
€s: consiguiente que estas dos rectas tengan entre sí la mis- 
ma relacion que los dos números 6 1 y 19. 

% no Puede ser dificil hacer uso de la misma prácti. 
ca en cualquier otro ejemplo. La comparacion de los exce= z 


Sos sucesivos debe Continuarse hasta que se nos presente 
TOMO 111, c 


Fig. 4. 
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uno que esté contenido un número exacto de veces en el 
inmediato anterior, Ó que sea tal, que el exceso que en. 
la comparacion pueda. notarse, sea imperceptible por su 
pequeñez. Asi lograremos en todos casos por lo menos un 
resultado aproximado. 

6. Es evidente que una recta no puede encontrarse 
con otra mas que en un punto (3). 

7. Elespacio indefinido, fig. 4, comprendido entre 
dos rectas que se cortan.en un punto A., y se pueden supo- 
ner prolongadas.cuanto se quiera, se llama 4ngulo. Aun- 
que este espacio no esté 'cerrado Mr el lado BC, se le 
distingue , sin embargo, bien del resto del plano por me- 
dio de los límites AB y AC. Dosángulos se pueden dife- 
renciar uno:de otto , considerándolos bajo:este respecto: la 
recta AD, por ejemplo, hace evidentemente con AB un 
ángulo mayor que el que forman entre sí las rectas AB 
y AC. 

Se designa por lo comun cada uno de los ángulos por 
medio de tres letras, siendo la del medio la que ocupa el 
punto en que las dos rectas se cortan; punto conocido ba- 
jo el nombre de vértice del ángulo. El formado por las 
rectas AB y AC se denomina el ángulo BAC. Cuando 
en un punto, como « por ejemplo, no hay mas de un 
solo ángulo, sé le puede indicar con sola la letra del vér- 
tice llamándole sencillamente el ángulo a. 

8. Dos ángulos son enteramente iguales cuando co- 
locado. el uno sobre el otro se confunden y se cubren 
exactamente. El ángulo bac será igual al BAC, si estan 
do colocada la recta 4b sobre la AB de modo que-el pun= 
to a caiga sobre el A, caiga al mismo tiempo la otra 
recta a0 sobre la AC. Para que se verifique la igualdad 


de dos ángulos, no es necesario que sean iguales entre sí 
, 8 
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las longitudes de las lineas que los forman, como por 
ejemplo las AB y 1b,AC y'ac 5 porque bien se: deja: coz 
nocer que si las rectas AB:y-AC se confunden con-lás 2h 
y ac en las porciones AD” y Ac”, lo mismo habrá de su- 
ceder en todo cuanto se nos antoje prolongarlas mas ade- 
lante, 


9- La posicion respectifh: de:dos rectas depende. del 


ángulo:que entre sí: formen. Entre-ltodas las: situaciones: 


que puede tener una recta con respecto á: otra: con la cial 
concurra , la mas Ne es la: perpendicular: : "por. cuyo 
medio se designa el 180. en que 'unaftecta AC; fig. y, 
que cae sobre otra AB; hace:comella, prolongada, si“es 
necesario, por ambos lados:del punto del concurso: A; los 
dos: ángulos BAC y DAG iguales entre sí; .es decir, que 
si despues de; tirada la»recta AC, se dobla por: ella la fi- 


te: sobre: lasrestante: parte, AD, +40 009 00 
Bien“claro se ve-que en tal 'casovla+récta AG no:se: 
inclina ni bácia B ni hácia Davo E) sinzol 
A los dos ángulos BAG y CAD se les da el:nombre) 
de ángulos rectos. LÍA rar Rod 
Todo ángulo menor ' qué vin Yecto!,+se: llama ángulo, 
agudo. EL ángulo BAE es um ángulo agudo: 41 
Todo ángulo mayor que un recto,-se llama ángulo 
obtuso. Elángulo BAF es un ángulo: obtuso. +. 


gura, la parte AB de la recta BD debe caer exactamen= 


Es bien visible que un ángulo recto , colocado sobre 


otro de la misma especie, debe cubrirlo y “cónfunditsó 
exactamente con él; y que por tanto el ángulo recto 
ABD”, ñ nlespe 8 

ángulo recto. ABD, debe cubrirlo: con toda exactitud. 
Con efecto, si despues. de haber: tomado AB=A'B!, co= 
locamos la figura A'O/D* sobre" la ACD, haciendó 'coin- 


Fig. 5. 


8- 6, por ejemplo, colocado que sea sobre el Fig. 6. 


Fig. 5. 


Fig. 7. 
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cidir respectivamente los dos puntos A' y B/ con los otros 
dos A y B, las rectas A/C” y ¿AC se confundirán perfec- 
tamente, puesto. que no es posible hacer pasar mas de una 
entre dos puntos determinados: y si en esta disposicion 
no cayese la recta B'D' sobre la BD, sino que «tomaba 
otra cualquiera posicion Bd, los ángulos AB'D'y D'B'C*, 
que en la otra figura estarióh ¡representados por ABd y 
ABC, no serian iguales entre sí, y por de no 
podrian ser rectos. 

10, La sola Pc de la ura $ basta para ha- 
cernos ver que la sima de todos 10 P4ngulos BAE, EAC, 
CAF, FAD, que: pueden: formátse ¡14 un mismo lado 
de una recta con un mismo punto'de ella por vértice co- 
mun de todos, equivale en todos casos 4 dos: ángulos rec- 
tos, cualquiera que sea el número:de los ángulos de que 
se trate. l 

11. Toda recta AE,*fig.!7.,:que, cae:sobre.otra pro» 
longada hácia los dosladós: del punto de entuentró A, 
forma con ella en aquel punto dos ángulos EAB'y EAD, 
cuya suma equivale á la de dos rectos. 

, Dos rectas BD y EF, que se cortan y: se hallan 
prolongadas hácia los dos lados-del ¡punto! Adel encuen- 
tro, forman en, este «punto cuatro 4gulos: EAB, EAD, 
DAF y EAB, :cada uno de: los «cuales ses llama opúesto 
por el vértice 4 otro de los restantes; El ángulo EAB, 
por ejemplo, es ap) por el vértice al DAF'; y A 
EAD al FAB.! 15 odib ¿9 
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12... Los ángulos opuestos por el vértice, formados. 
por dos rectas que sewortan entre sí, son entre síviguales, 
Démostración, Con:éfecto, ségun del párrafo anterior! 
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resulta , tanto la suma de los dos ángulos BAE y DAE, . 


colocados á un mismo lado de la recta BD, equivale á 
dos rectos, como lo equivale la de los ángulos DAE y 
DAF colocados al mismo lado de la recta EF; de“con- 
siguiente los dos ángulos BAE y DAB reunidos equi- 
valen á los dos DAE y DAF. Quitando, pues, de las 
dos sumas ó reuniones iguales el ángulo DAE que las es 
mas comun, resulta que el ángulo BAE restante de la 
una sea igual al DAF, que es su opuesto por el vértice 
y resta de la otra, 

Del mismo modo se puede demostrar que el ángulo 
DAE es igual 4 su opuesto BAF. 

13.. Corolario. De esta proposicion se sigue que si 
continúa por debajo la recta BD, fig. 8, la prolongacion 
de la AC, que hace con: ella los dos ángulos rectos CAB 
y CAD, su prolongación AE, hará igualmente al otro 
lado de la recta DB otros dos ángulos rectos DAE y 
BAE; pues siendo estos los respectivamente opuestos por 
el vértice á los dos primeros, habrán de ser forzosamente 
iguales á estos, y por consiguiente rectos como ellos (9). 

De esto resulta tambien que siendo la recta CE per- 
pendicular 4 DB, debe asimismo serlo DB 4 CE. 

Si ahora tiramos por el punto Á cuantas rectas que- 
ramos FG, HI £c., se ve bien claro que la suma de 
todos los ángulos BAF, FAC, CAH, HAD, DAG, 
GAE, EAI, IAB, que aquellas rectas formen entre 
sis ni pasará jamas ni bajará de la de cuatro ángulos 
rectos. 


14. Ningun espacio puede encerrarse por un núme- 


ro de rectas menor que el de tres. El espacio asi cerrado' 


se llama triángulo, Las tres rectas que lo terminan se 


Fig. 8. 


cortan dos á dos, y forman tres ángulos. ABC, fig. 9, Fig. 9. 
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es un triángulo, cuyos tres lados son AB, AC y BC; y 
los tres ángulos son A, B y C. 

Como las primeras propiedades del triángulo sirvan 
de base á todo lo que es relativo 4 la situacion respectiva 
de las rectas, tenemos por conveniente darlas á conocer 
antes de pasar mas adelante. 

15. Observaciones. Siendo la línea recta AB el ca- 
mino mas corto que puede seguirse para pasar del punto 
Aal punto B, es consiguiente que la suma de los otros dos 
lados AC y BC del triángulo ABC sea mayor, que el 
tercero AB; y del mismo modo la suma de dos cuales= 
quiera lados de un triángulo es mayor que el lado restante; 

Mas si en el espacio interior de un triángulo se:toma 
un punto cualquiera E, y por él se tiran las rectas AE 
y EB, las sumas de estas dos rectas será menor que la 
de las otras dos AC y CB que las envuelven, Con efec- 
to, si por el punto E se tira una recta GF que corte á 
un mismo tiempo las dos. AC y BC, tendremos que 

GF<GC=CE'; 

y que de consiguiente el contorno AGFB es menor que 
la suma de las dos rectas AC y CB. Por la misma razon 
AE<AG-»+GE;EB<EF=+8EB; 

y 4 consecuencia 

o AE+EB<AG+GE+EF+YFB; 
ó. lo que equivale á lo mismo, la suma de las dos rectas 
AE y EB:es menor que el contorno AGFB, y por tan- 
to con; mayor razon es menor que la suma de las dos rec- 
tas AC y BC. 

En todo triángulo se distinguen seis cosas, 4 saber, 
tres ángulos, y tres lados. Entre estas seis cosas existen 
ciertas relaciones necesarias que se hallan contenidas en 
las proposiciones siguientes, 
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TEOREMA. 


16. Siempre que dos lados de un triángulo sean res» 
Ppectivamente iguales á dos de otro, si al mismo Hlempo 
el ángulo formado por los dos lados del primero fuere 
igual al formado por los del segundo, los dos triángulos 
habrán de ser totalmente iguales, 

Si el ángulo C del triángulo ABC, fig. 10, fuere Fig. 1o. 
igual al C/ del triángulo A'B'C”, y los dos lados AC y 
BC que comprenden al primero de estos ángulos fueren 
respectivamente iguales 4 los otros dos A/C! y B'C' que 
comprenden al segundo , el triángulo ABC deberá ser 
igual al A'B'C* en todas sus demas partes restantes; es 
decir, que el ángulo A habrá de ser igual al A; el án- 
gulo B al B/; y el lado ABal A'B”, 

Demostracion. Colóquese el triángulo A'B/C! sobre 
el ABC, de modo que el lado A'C/ caiga sobre el AC) y 
puesto que sea el extremo C' sobre el C, el otro ex- 
tremo A” deberá hallarse sobre el restante extremo A, 
pues que por suposicion A'C/=AC. Siendo ademas igua- 
les entre sí por suposicion los ángulos A'C'B' y ACB, se 
confundirán exactamente, y de consiguiente el lado C'B' 
caerá sobre el CB, en términos que el extremo B' caiga 
sobre el B, pues que por suposicion la recta C'B'=CB. 
Es pues consiguiente que teniendo la recta A“B/ sus dos 
extremos colocados sobre los de la AB, se confunda con 
ella; y que cubriendo el triángulo A'C/B' exactamente al 
otro triángulo ACB, sean los dos perfectamente iguales 
entre sí. 

Es muy importante observar que en dos triángulos, 
como A'C'B' y ACB, enteramente iguales entre sí, son 
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siempre iguales los ángulos opuestos 4 los lados que sean 
entre sí iguales. Asi al lado A'B' del primer triángulo, que 
es igual al AB del segundo , se opone el ángulo C” de 
aquel, el cual es igual al C de este: y lo mismo se debe 
entender de los restantes y en todas las proporciones que 
siguen. 

17. Corolario. Podemos mirar como enteramente de- 
terminado á un triángulo siempre que conozcamos la mag- 
nitud de uno de sus ángulos yla de los dos lados que lo 
comprenden; porque dos triángulos que sean iguales en 
estas tres partes, deben serlo asimismo en todas las demas. 
Nos podemos igualmente convencer de esta verdad , ha- 
ciéndonos cargo de que cuando se nos haya dado la mag- 
nitud del ángulo C, conocemos al mismo tiempo la situa- 
cion respectiva de los dos lados AC y CB que lo forman; 
y que si por otra parte nos es conocida la longitud de es- 
tos, y podemos fijar ciertamente como sus extremos á los 
puntos A y. B, es bien claro que ya no nos es posible 
juntar estos puntos sino por medio de la única recta AB, 
para obtener de este modo al único triángulo ABC, 


TEOREMA. 


18, Siempre que un lado de un triángulo seg igual 
á otro lado de-otro tridugulo , y que los dos ángulos adya- 
centes al.lado del primero sean respectivamente iguales á 
los dos ángulos adyacentes al del segundo, serán los dos 
triángulos totalmente iguales, 
Si el lado AB del triángulo ABC fuere igual al. Ja- 
do A'B' del triángulo A'BC/, y los dos ángulos CAB y 
CBA del primer triángulo fueren respectivamente igua- 
les á los ángulos C/AB/ y CB/A' del segundo, estos dos 
triángulos deberán ser totalmente iguales entre sí. 
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Demostracion. Para convencernos de la verdad de es. 
ta proposicion, debemos imaginarnos colocado sobre el 
triángulo ABC. ál AB/C/ de modo que::el: lado “A'B/ 
caiga sobre su igual AB/, y en:términós'que:eluno de sus 
extremos A” caiga sobre el- púnto A,-y el otro B' sobre 
el punto B. Y pues que son iguales por:suposicion el án= 
gulo CBA y el C'B/A”, la direccion del lado A'C' ha- 
brá de coincidir con:la del lado AG ; é igualmente, sien- 
do por la misma rázon iguales los ángúlos CBA y CBA, 
la direccion del lado C'B/ coincidirá con la del lado CB;: 
y el punto C/, comun á los dos lados CA y CB, caerá 
, SXactamente sobre el punto C, comun á los lados CA y 
CB; y los dos triángulos se cubrirán perfectamente y se 
confundirán uno-con otro, y en una palabra, serán igua= 
les entre sí en todas sus partes. 


TEOREMA. 
19. Silos lados AB y BC! del triángulo A'B'C,, 
SE 11, fueren respectivamente iguales dá los'otros dos Fig.11. 
AB y BC del triángulo ABC, siendo al mismo tiempo el 
ángulo B' comprendido por los dos primeros menor que el 
ángulo B comprendido for los dos últimos yserá menor que 
el lado AC opuesto al ángulo B.en:el triángulo ABC, el 
lado AC” opuesto: al ángulo B' en el triángulo NBC”. 
Demostracion. Con efecto, cuando hayamos colocado 
el triángulo AB/'C/ sobre el triángulo ABG ajustando el 
lado A'B' al AB, pues que por suposicion son entre sí * 
iguales, el ¡punto C' no puede menos: de tomar una de 
las tres posiciones representadas por Cen los números 1, 
2 y 3 de la figura, 
En la primera, en la cual el punto C”, que represen- 


ta al C! del triángulo sobrepuesto A.CB', cae sobre el 
TOMO III. D 


Fig. 10. 
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lado AG, se ve con bastante claridad que AC”, que re- 
presenta al lado A/C”, es menor que AC, 

En la segunda, en que se supone al punto C” den- 
tro del triángulo.ABC, tendremos: 

AC'+BC“<AC+BG; (15) 
y pues que BC” representa al lado B'C/, y este es por su= 
posicion igual al BC, se infiere con evidencia que el la- 
do AC”, que representa al A/C!, es menor que el AC. 
Por último, en la tercera posicion, en la cual se ha- 

lla el punto C” fuera del triángulo ABC, tenemos: 

AC'<OC“+0A; y BC<OB+00; 
de donde se infiere que 

AC/+BC<OC'+0A+OB+0C ; 
lo: cual equivale desde Inego á decir que 

AC'+BC<AC+BC”, 

pues que OC'+OB=BC"; y OA+OC=AC, Quitando 
ahora de una y otra parte las líneas BC y B'C! que por 
suposicion son iguales, nos resultará por conclusion que 
AC”, ó:lo:que es lo mismo, A/C/'<ACG. 

20.  Corolario. De esto se sigue que siempre que dos 
triángulos tengan sus tres lados respectivamente iguales, 
cada uno á su correspondiente, los dos triángulos han de 
ser. totalmente iguales; porque si los lados AB, AC y 
BC del triángulo'ABC, fig. 10, fueren respectivamen- 
te iguales 4 los lados A'B”, A'C*, y B'C' del triángulo 
ABC', el ángulo formado por cualesquiera dos lados 
del primero, deberá ser igual al ángulo comprendido por 
los lados respectivamente iguales 4 aquellos en el segun- 
do. Si, por ejemplo, el:ángulo:B del un triángulo fuese 
menor que su correspondiente B” en el otro, el lado AC, 
opuesto al primero, habria de ser menor que A/C”, opues- 
to al segundo ($. ant.); y esto es contra la suposicion. 
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Es, pues, visto que-los triángulos: ABC: y ABC” tien 
nen no solo sus, tres lados, sino: tambien sus stres ángulos 
iguales cada uno á su correspondiente, y -pof consecuen: 
cia son entre sí enteramente iguales ($. 16:6:18). 


PROBLEMA, 


21. Estándonos dados conseparacion: los tres lados 
de un triángulo , construir este triángulo. 

Solucion, Sean M, N y P (fig. 1 2), las:tres líneas 
que se nos hayan dado para que sean “respectivamente 
iguales á ellas los tres dados del triángulo, Pata construir- 
lo habremos de tomar una de ellas, por ejemplo la.M., y 
destinarla 4 que:sea el lado AB del triángulo, Inmediata- 
mente describiremos desde uno de sus extremos A como 
centro, y con una de las dos líneas restantes N como ra= 
dio, un círcilo CDC y por último, desde:el otro extremo 
B como centro, y conla tercera P. como radio, describi= 
remos otro círculo CEC”. Las circunferencias de estos dos 
círculos se cortarán en dos puntos C y C”, situados el nno 
sobre la línea AB, y el otro debajo de ella; y juntando 
cada uno de estos puntos con los extremos de la línea AB, 
habremos formado: dos triángulos.que satisfacen'á la cues- 
tion, pues que cada uno de ellos tiene: sus tres lados res- 
pectivamente iguales; como sé ve, á las líneas que con 
este objeto:se nos han dado, 

22. Si tomásemos al acaso y sia un particular y de- 
tenido examen las primeras tres rectas cualesquiera que 
se nos ofreciesen, podria»muyobien suceder que las dos 
circunferencias de círculo que para la construccion del 
triángulo nos:es forzoso: describir, nose encóntrasen en 
punto alguno. Esta circunstancia habrá necesariamente de 
verificarse; :1,Vsiempre que la suma. de dos cualesquiera 


Fig. 12. 


Fig. 13. ! 


Formar un ángulo igual d otro dádo.' 
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de las tres líneas que pararel objeto se nos presenten, sea 
menor que la restante 3: como si en el caso propuesto, fuera 
la: suma P=-N menor que: M::Con efecto,:es bien visible; 
y se demostrará ademas en lo sucesivo, que dos-cireunfe= 
rencias de círculo no pueden cortarse la una por la otra 
sino en el caso.en que la distancia de sus dos centros sea 
menor que la suma de sus dos radios, : 

2.”  Cuando'uno de los dos círculos contenga al otro; 


' esvdecir, cuando: 


AD>AB+3BEF, 6 S N>MaP. 

Estos dos! casos estan comprendidos en la condicion 
general' de quel-en todo triángulo la:suma' de dos lados 
cualesquiera debe: forzosamente:ser mayor que:el tercero; 
lo::cual' se puede simplificar expresándolo. de «esté modo: 
la suma de los dos lados mas pequeños de un triángulo 
cualquiera es siempre mayor que el tercero restante. Con 
efecto:, para evitar tales casos debe:bastar.la condicion de 
que: cuando cada: una de: dos líneas IN y.-P sea menor 
que la tercera M; la suma: de aquellas N==P sea mayor 
que esta; pues asi estarán necesariamenté satisfechas las 
otras:dos condiciones N-M>P y P-M>N. 

“La solucion-del problema: anterior nos pone ya en es- 
tado de construir un triángilo totalmente igual á otro da- 
do, valiéndonos ara clio de los tres lados-de este último; 
y al mismo tiempo nos suministra el medio de formar un 
ángulo Sata Á otro a lo omo 


ut 


23. Enunpunto dado y escogido en una recta ques 


Oe 


Solucion: Sea; fig.: 13, CAB el ángulo dado; AB'la 
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recta que se nos propone para formar en su punto A” co- 
mo vértice el ángulo igual al dado CAB. Desde el vér- 
tice A de este ángulo desígnense con distancias AB y AC 
entre sí iguales, y júntense por medio de la recta BC los 
dos puntos B y C en que se terminan. Colocando en se- 
guida Ja recta AB desde el punto A” al punto B, no nos 
quedará mas que hacer sino describir sobre la recta AB” 
un triángulo , cuyos dos lados A/C! y BC! sean respecti- 
vamente iguales á los otros dos AC y BC: lo cual se eje- 
cuta marcando una de las intersecciones C” de las circun- 
ferencias de círculos descritos con los radios AC y BC 
desde A” y B' como centros. Tirando ya entonces la recta 
A'C!, el ángulo. C/A/B/ será igual al CAB, pues que los 
dos triángulos CAB y C'A'B' son entre sí totalmente igua- 
les por construccion ($. 2.1), 


PROBLEMA. 


24. Dado que sea un triángulo, construir otro que 
le sea totalmente igual, haciendo uso para la: construc- 
cion de este de un ángulo. del primero, y de los dos lados 
que lo forman. y 

Solucion, En caso que el ángulo y los lados de que 
hayamos de hacer uso para la construccion, sean-el á4n- 
gulo C y las rectas AC y BO del triángulo ABC, fig. 10, 
se formará sobre la recta A'C/ un ángulo C/ igual. al O: 
despues se tomarán:de,los lados A“C' y B.G*, comenzando 
á medir.desde el punto G/,. dos distancias irespectivamen- 
te:iguales 4 los lados AC y BC, que nos determinarán los 
puntos -A'.y Bf. Juntando, pues, estos dos puntos por me- 
dio de una recta, resultará formado el triángulo AB'C' 
totalmente igual al triángulo ABOG con arreglo al. 15. 


Fig. 10. 


Fig. 14. 
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PROBLEMA, 


25. Dado que sea un triángulo, construir otro que 
le sea totalmente igual, haciendo uso, para la construc= 
cion de este último, de uno de los lados del primero y de 
sus dos ángulos adyacentes. . 

Solucion. Suponiendo que el lado propuesto en el 
primer triángulo sea el AB, y que los dos ángulos adya- 
centes sean A y B; tomaremos de la recta AB' una parte 
A'B'—AB; en las extremidades de A'B' formaremos los 
ángulos A” y B”, respectivamente iguales á los ángulos A 
y B. Habiendo ya fijado por este medio la direccion de 
las rectas A'C! y B'C”, las prolongaremos hasta que se en- 
cuentren en C/, y nos resultará formado el triángulo 
A'B'C! totalmente igual al triángulo ABC segun el$. 18, 


De las líneas perpendiculares y de las oblicuas, 
TEOREMA. 


26. Las líneas AC y CB, fig. 14, que partiendo 
de un punto cualquiera C de una recta CD perpendicular 
á la AB, se apartan igualmente del pie de esta perpen- 
dicular, es décir, del punto D, en que se encuentra con 
la recta AB, son entre sriguales; y las que mas se apar- 
tan son mas largas. 

Demostracion. Suponiendo, como suponemos, que 
las distancias AD y DB son entre sí iguales;'y “viendo 
que por la naturaleza de la perpendicular son al mismo 
tiempo iguales Jos ángulos CDA y CDB ($. 9); y que 
por último la recta CD es un lado comun de los dos tri- 
ángulos ACD y DCB, podremos inferir que teniendo 
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cada uno de estos triángulos los dos lados del uno respec- 
tivamente iguales á dos del otro, y siendo al mismo tiem» 
po entre sí iguales los ángulos comprendidos, habrán de 
ser totalmente iguales entre sí los dos triángulos ($. 16); 
y que de consiguiente el lado BC=AC. Lo cual hace 
ver que las dos rectas que igualmente se apartan de la 
perpendicular CD son entre sí iguales. 

Si por el punto C tiramos la recta CE que se aparte 
de la perpendicular CD mas de lo que se aparta la CA, 
y prolongando 4 CD por debajo de la recta AB toma- 
mos la parte CD=CD, y despues tiramos las líneas AC' 
y EC', tendremos que 

CE+C'E>CA+C/A (SO 

Y como en virtud del $. 16 deben ser entre sí total- 
mente iguales los triángulos CAD y C/AD, por ser en- 
tre sí iguales los ángulos ADC y ADC (6. 13), y los 
lados CD y C'D entre sí iguales por construccion; y sien- 
do comun á los dos triángulos el lado AD, tendremos por 
conclusion que la línea CA=C'A ; y del mismo modo ha- 
remos ver que CE=C/E: de donde resultará que 

".2CE>2CA, ó que EC>CA: 
lo cual nos manifiesta que entre las diferentes líneas que 
pueden tirarse á la AB desde vn punto cualquiera C de 
la perpendicular CD, las que mas aparten de esta son 
«las mas largas. 

27. 1.” Corolario, Las líneas CA, CB, CE se Jla- 
man oblicuas con respecto á la AB; y en su consecuen- 
cia se dice que las'oblicuas que igualmente se apartan de 
la perpendicular son iguales; y que las que mas se apar= 
tan de ella són las mas largas: de lo cual podemos infe- 
rir con la mayor certeza que siempre quese nos presen- 
ten dos oblicuas entre sí iguales, debemos asegurar que 


Fig. 15. 
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no se hallan ambas 4 un mismo lado de la perpendicular, 
sino cada una en diferente lado; bien que á igual distan- 
cia de su pie. : 

28. 2." Corolario. De lo dicho se sigue: 1.?: que 
la perpendicular es la mas corta de todas líneas que 
pueden tirarse desde un punto determinado C á la recta 
AB, y de consiguiente es la medida natural de la distan- 
cia del mencionado punto á la expresada línea. 

2.” Que todos los puntos de la perpendicular se ha- 
llan á iguales distancias de los dos A y B; y que si por 
consiguiente tomamos en su direccion un punto cualquie- 
ra F, tendremos indefectiblemente 

AF FB. 

3." Que un punto cualquiera G-, tomado fuera de 
la direccion de la perpendicular, está 4 distancias desigua- 
les de los dos puntos A y B; porque desde luego tene- 
mos que 

BG<BFU=>FG; 

y de consiguiente BG< AG; 
pues que BE=AR y AG=AF+FG. 

4. En fin, que de un punto á una recta no pueden 

tirarse tres rectas entre sí iguales. 


PROBLEMA, 


29. Tirar á la línea AB una perpendicular que la 
divida en dos partes iguales. 

Solucion. De los puntos extremos A: y B tomados su- 
cesivamente como centros , y con una abertura de compas 
mayor que la mitad de la recta dada AB, describiremos 
dos pequeños arcos de círculos CE y CE, que se cortarán 
en C. Lo mismo haremos en la parte inferior 4 la recta 
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AB; y juntando entonces los dos puntos designados! G y 
C*, la recta CC! será la perpendicular que buscamos. Con 
efecto , los triángulos CBC! y CAC/ son totalmente igua- 
les , pues que tienen AC=CB, y AC/=BC', y comun 
el lado CC?: son, pues, entre sí iguales los ángulos ACD 
y DCB. Y siendo respectivamente iguales los lados AC 
y CD, CB y CD que los comprenden en los triángulos 
ACD y DCB, deben ser totalmente iguales estos últimos 
triángulos en consecuencia de lo, demostrádo ($. 16 ): el 
ángulo ADC será pues igual al CDB, y por, tanto estos 
dos ángulos habrán necesariamente de ser rectos; y por úl- 
timo, siendo, como se ve, AD=DB, es bien claro que 
la recta AB está cortada en el «punto D-en-dos- partes 
iguales, , 


PROBLEMA, 


30.  Enun punto dado D, fig. 16, de una recta 
AB, levantar una perpendicular á esta recta. 

Solucion. Á- uno y otro.lado del punto dado D en la 
línea AB, en el cual se trata de levantar la perpendicu- 
lar, se tomarán dos distancias iguales AD y DB; y des- 
de los puntos A y B como centros con una recta mayor 
que cualquiera de las distancias AD ó DB como radio, 
se describirán los dos arcos de círculo CF y CE, que se 
cortarán en el punto C; y juntando por último este pun- 
to D, la línea CD será Ja perpendicular que se nos pide, 
á la recta AB. Con efecto, siendo iguales las rectas AG 
y CB, como asimismo las partes AD y DB, los triángu- 


Nota. Para la mayor sencillez de la figura hemos evitado el tra- 
zar enteras las Circunferencias de los dos círculos, segun lo hicimos en 


la fig. 12, sino solo las Pequeñas porciones inmediatas al punto de in- 
terseccion. 


TOMO 111. E 


Fig. 16. 


Fig. 17. 
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los ACD y BCD, que ademas de eso tienen comun el 
lado CD, habrán forzosameute de ser totalmente iguales 
entre sí, y de serlo por consiguiente los dos ángulos ADC 


y CDB. 
PROBLEMA. 


31. Porun punto dado C, fig. 17, tomado fuera 
de una recta AB, bajar á esta recta una perpendicular, 
Solucion. Desde el punto C como centro y con un 
radio cualquiera, bien que mayor que la mas corta distan- 
cia del punto C á la recta AB, se describirá un arco de 
círculo que corte 4 la recta AB en los dos puntos A y B. 
Tomando en seguida por centro á cada uno de los puntos 
A y B, se describirán con un mismo radio dos arcos de 
círculo, que cortándose en C”, determinarán un segundo 
punto de la perpendicular CC' que se nos ha pedido. Con 
efecto, hallándose por construccion los dos puntos A y B 
Igualmente distantes del C y del punto C/, podemos pro= 
bar, como lo hemos hecho ($. 29), que los ángulos ADC 
y BDC son rectos, 


TEOREMA. 


32. Desde un punto C tomado fuera de una recta, 
no es posible bajar á esta mas que uma sola Perpendicu= 
lar CD. > 

Demostracion, Siendo entre sí iguales las dos obli- 
cuas AC y BC determinadas en la solucion del problema 
propuesto ($. 30), pues que se apartan igualmente de la 
perpendicular ($. 27 ), la cual no puede pasar por otro 
punto que el D, que es el medio del intervalo AB. Ahora 
bien, por los dos puntos C y D no se puede hacer pasar 
mas que una sola recta CD; y todas las oblicuas que sean 
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entre sí iguales dos á dos, cualquiera que por otra parte sea 
su longitud , no pueden encontrará la AB sino en puntos 
igualmente distantes del D. Con: efecto¡,'en caso!que esto 
no se verifique en las oblicuas ECy.EC, porejemplo, por 
ser ED menor que DE, podríamos tomar DE“=DE, y ti- 
rar la oblicua FC, la cual sería igualá CE; y entonces se 
encontrarian 4 un mismo lado de la perpendicular CD dos 
oblicuas entre sí'iguales5 lo cuales imposible ($. 27). 
Es, pues, consiguiente que el'arco de círculo descrito: con 
el radio CE haya de cortar á la línea AB tambien en E, 
y por tanto es única la perpendicular CD. 

Cuando se haya: escogido :en: la: recta dada el punto 
en que se haya de levantar la perpendicular, es. evidente 
la proposicion ($. 9). > 4, q 1 ob ol 

33. 1. Corolario. De esto se sigue que cuando dos 
rectas DE y EG sean ambas perpendiculares 4 otra tercera 
línea AB, fig: 18, jamas se:encontrarán “en Punto. algu- 
no , por mas que se. prolongue hácia: el uno ó hácia el 
otro lado de la recta AB ;porque:si: se encontrasen, se 
podrian desde el punto de su mutua interseccion bajar dos 
perpendiculares sobre la recta AB; lo:cual és un absurdo. 

34. 2.” Corolario. Tambien: se sigue de la misma 
proposicion; 1.* que dos triángulos: ABC y AB/C/, fig. 
19 , que tengan cada uno un ángulo recto en Ay en A/, 
y cuyos lados BG y BC”, respectivamente opuestos á los 
ángulos rectos sean entre sí ignales, al mismo tiempo que 
lo sean el ángulo B, por ejemplo, del uno, y el ángulo B” 
del otro, deberán ser totalmente iguales. 

Con efecto , si colocamos 'el triángulo A*B'C/ sobre 
el triángulo ABG de modo que el ángulo B/ caiga sobre 
el B, el lado B'C” cubrirá exactamente á:su correspon- 
diente BC; el lado A'B/ coincidirá con la direccion: de 


Fig. 18. 


Fig. 19. 
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AB; y si el lado A'C' cuyo extremo C/ se encuentra ya 
sobre el C no resultase exactamente aplicado sobre AC, 
se seguiria que se.podrian bajar desde el puntoC dos per- 
pendiculares á la recta AB, cuya direccion se halla actual- 
mente confundida con la de A“B”, 

2. Asimismo se verificará la total igualdad de los 
mismos triángulos en caso que los lados AC y BC del uno 
sean respectivamente iguales 4 los lados A/C! y B/C' del 
otro; porque colocando al uno sobre el otro de modo que 
el lado A/C! se ajuste con el AC, el lado A/B/ se ajusta- 
rá con el AB, porque siendo rectos los dos ángulos BAC 
y B'A'C”, deben ser entre sí iguales; y viniendo á ser los 
lados BC. y ,B'C”, oblicuas iguales situadas 4 un mismo 
lado de la perpendicular AC, se habrán de apartar de 
ella. con igualdad , y de consiguiente caerá la una sobre 
la otra. 4 


35. Observaciones. El: primer caso de igualdad total' 


que hemos demostrado con relacion 4: dos: triángulos que 
tengan un ángulo recto, se puede mirar como general á 
cualesquiera triángulos; los cuales deberán ser'entre sí to=: 
talmente iguales luego que el uno tenga dos de'sus 4n- 
gulos respectivamente iguales 4'dos del otro, y al mismo 
tiempo igual el lado en que los dos triángulos:se oponga 
á dos ángulos entre sí iguales; pero este,caso no es nece= 
sario para lo que sigue, y por otra parte resulta de la 
proposicion que mas adelante demostraremos ($. "$1 31 
No sucede lo mismo con el segundo. Si en los trián- 
gulos ABC y AB'C?, fig. 20,.tuviésemos A=A/ AC= 
A/C BOB'C!, y que el ángulo A sea agudo y que 
AC sea mayor que BC, no podremos de tales datos con: 
Cluir que los indicados triángulos sean entre sí totalmente 
iguales; porque sien el triángulo A'B/C! bajamos: la 
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perpendicular CD”, tendremos á cada uno de los lados de 
ella cada una de las dos oblicuas C'B' y C/B” que son 
entre sí iguales; y en los dos distintos y desiguales trián= 
gulos C'A'B/ y C'A'B”, en los cuales son comunes el án= 
gulo A y el lado A'C”, aparecerán cumplidas todas las con= 
diciones propuestas, sin embargo de que solo uno de ellos 
sea totalmente igual al triángulo ABC; á saber, aquel 
Cuyo ángulo B-es de la misma especie que el B;:es.de- 
cir, es agudo, en el caso que nos ofrece la figura. Por 
otra parte se ve que el ángulo C'B“A/ es obtuso, porque 
reposa sobre la misma recta que el ángulo C'B“B'= 
CB'B”, 


"TEOREMA. 


36. Siempre que dos lados de un triángulo sean en- 
tre sí iguales, deberán serlo tambien los dos ángulos que 
les son opuestos; y en caso que uno de aquellos sea ma= 
Jor que el otro, habrá de estar opuesto al ángulo mayor. 

Demostracion. Si en el triángulo ABC, fig. 21, son Fig, ar, 
entre sí iguales los dos lados AB y BC, la perpendicular 
bajada desde el punto B sobre el lado AC, como que 
debe pasar por el punto D medio de este mismo lado (S. 
32 ), habrá de dividir al triángulo propuesto en otros 
dos, que han de ser entre sí totalmente iguales ($. 16 ), 
pues que el ángulo recto ADB del uno se hallará com= 
prendido por los lados AD y DB, que son respectivamen- 
te-iguales á los dos lados DC y BD que comprenden al 
ángulo recto del otro: será, pues, igual el ángulo A al 
ángulo C. 

Con respecto al triángulo ACE, en el cual son des- 
iguales los lados AE y EC, es evidente que el punto E, 
€n que concurren estos dos lados, debe caer fuera de la 
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perpendicular BD hácia la extremidad de AC 4 que se 
halla mas cercano ($. 28); y por consiguiente en el án- 
gulo FDC. Si tirando ahora la línea AC se forma el tri- 
ángulo ABC, sus dos ángulos BCA y BAC deben ser en- 
tre sí iguales como lo son los lados opuestos AB y BC 
por ser oblicuas igualmente distantes de la perpendicu- 
lar; mas siendo el ángulo BCA parte del ángulo ECA, 
se sigue que este último opuesto al mayor lado AE 
sea mayor que el ángulo EAC, opuesto al lado EC, me- 
nor que AE, ; 

37-  Corolario. De esto se sigue que si dos ángulos 
de un triángulo son entre sí iguales, deberán igualmente 
serlo los dos lados opuestos á estos ángulos; porque si 
fuesen desiguales, el ángulo opuesto al mayor de los lados 
deberia ser mayor que el otro; lo cual es contra lo su- 
puesto, Los mismos razonamientos prueban al mismo tiem- 
po que cuando sean desiguales dos ángulos de un triángu: 
lo al mayor de los dos ángulos se halla opuesto el mayor 
de los lados, pues que la desigualdad de los primeros es- 
tá unida con la de los segundos; y siempre que sean des- 
iguales dos lados, el mayor de estos se hallará opuesto al 
mayor de los dos ángulos, 

Por último, cuando sean entre sí iguales los tres la- 
dos de un triángulo, lo serán tambien entre sí sus tres án= 
gulos, y recíprocamente. 

38. Todo triángulo cuyos lados sean entre sí des- 
iguales se denomina escaleno ; el que solamente tenga dos 
lados. entre sí iguales, se llama ¿sósceles; y finalmente, 
aquel cuyos tres lados sean todos entre sí iguales lleva 
el nombre de equilátero. 


DE GEOMETRIA. 39 
Teoría de las paralelas. 


39. Dos rectas, que sin embargo de: estar situadas 
en un mismo plano, y por mas que se las prolongue, no 
se encuentran jamas en punto alguno, son llamadas para- 
lelas entre sí. 

Es, pues, claro que las rectas DE y FG, fig. 18, 
perpendiculares á una misma recta AB, sean paralelas en- 
tre sí ($. 33). 

40. Observación. Cuanto vamos á exponer relativo 
á este asunto, está fundado sobre la verdad de las siguien= 

Mos proposiciones, cuya evidencia depende inmediatamen= 
te, al parecer , de la nocion que tenemos de la línea rec- 
ta. 1.*Si por el punto D, fig. 22, se tira una recta HH” 
que haga en la recta DB un ángulo HDB menor que el 
recto EDB, ó que se halle inclinada hácia la parte FG 
de la recta GG/ perpendicular á la AB, deberá necesaria- 
mente encontrarse con la GG” cuando las dos líneas esten 
suficientemente prolongadas hácia la parte superior de AB, 
2.* Si por el mismo punto D se tira la recta 11” que ha- 
ga con la DB el ángulo IDB mayor que el recto EDB; 
asi como hácia la parte inferior de la recta AB hará el án- 
gulo I'DB menor que el recto E/-DB, habrá forzosamen- 
te de inclinar hácia la parte FG” de la recta GG”, y €n- 
contrará á esta recta en algun punto siempre que se las 
prolongue á las dos hácia la parte inferior de la AB cuan- 
to sea suficiente. 

De lo cual resulta la siguiente proposicion, que es 
uno de los fundamentos de la teoría de las paralelas: to- 
da recta que sea perpendicular á otra, ha de ser encon- 
trada por todas las que sean oblicuas á la misma; de 
consiguiente en ningun plano puede haber mas rectas que 


Fig. 18. 


Fig. 22, 


Fig.24. 
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no se encuentren, por mas que se las prolongue, en punto 
alguno, ó que sean entre sí paralelas , sino las que sean 
perpendiculares duna misma recta. * 


TEOREMA, 


41. Siempre que dos rectas DE y EG, fig. 24, sean 
entre sí paralelas, cualquiera otra recta que como LM 


* A la dificultad de probar inmediatamente esta proposicion está 
reducida toda la imperfeccion de la teoría de las paralelas. Varios au- 
tores han hecho esfuerzos inútiles para conseguirlo; y algunos co- 
mo Bezout se han contentado con disimular el vicio del razonamien- 
to; en lo cual 4 mi entender se han desentendido de la estrecha obli- 
gacion en que se constituye.todo autor de obras elementales, de no 
dar jamas de cosa alguna mas que nociones exactas , y sobre todo dar 
á conocer con claridad y cuidado su orígen. Yo en vista de esto he 
creido conveniente poner en la mayor evidencia este punto tan deli- 
cado, formando, á imitacion de Euclides, una demanda , que en mi 
concepto es mucho mas fácil de concederse que la suya, porque 
presenta la dificultad reducida á sus menores términos. (Véase en 
los Ensayos sobre la enseñanza el párrafo de los Elementos de Geo= 
metría.) 

Muchos geómetras se han propuesto probar la verdad de esta de- 
manda, los unos directamente, y los otros trasponiendo la dificultad; 
mas todos han incurrido en el defecto de ser demasiado extensos, Ó 
en el inconveniente de complicar con razonamientos oscuros proposi- 
ciones, cuya prueba directa es sumamente sencilla, Debemos sin em- 
bargo exceptuar de esta censura la demostracion dada por Bertrand, 
la cual me ha parecido la mas clara y mas ingeniosa de cuantas he po- 
dido ver: 4 esto se reduce en sustancia. 

Por decontado es bien claro que si se juntan unos con otros mu- 
chos ángulos de una magnitud cualquiera, como lo presenta la fig. 23, 
ofreciéndonos reunidos los ángulos edh, hd4!, 21dh0, BUARY, EUA I0, 
se conseguirá al cabo formar un ángulo total ed/// mayor queel recto 
edb 5 mas si se elevan 4 la recta DB las dos perpendiculares DE y 
FG, prolongadas indefinidamente, nos resultará una banda ó faja in= 
definida EDFG:, que por muchas veces que se la repita, jamas se po= 
drá cubrir. con la reunion de ellas todo el espacio.comprendido por el 
ángulo recto EDB, Con efecto, si despues de haberse tomado FK= 
DE, y levantado en K 4 la recta AB la perpendicular KL se doblase 
la figura por toda: la Jongitud de la FG. ,:la banda EDFG cubrirá 
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sea perpendicular. á una de ellas, debe al mismo tiempo 
serlo tambien á la otra. 


Demostracion. Supongamos por unmomento que tal 
cosa no se verifique, y que la recta LM que suponemos 
perpendicular en el punto M á la recta FG no' lo sea en 
Lá la ED. En tal caso se podria elevar en el punto L - 
á L.M una perpendicular distinta de la recta EL, y ¿la 
cual esta misma recta seria interior ó exterior con telas 


exactamente 4 la GFKL; porque siendo rectos por suposicion los án- 
gulos GFD y GFK, la parte DF habrá de ajustarse con laFK; y como 
estas dos últimas partes sean por construccion iguales entre sí, el punto 
D habrá de confundirse con el K; y siendo por otra parte recto el án- 
gulo FKL, lo mismo que el ADF la línea DE vendrá 4 coincidir exac- 
tamente con la KL.Y pues que en la recta indefinida DBse pueden to- 
mar cuantas partes se quieran iguales 4la DF sin que por eso sea posible 
llegar hasta suúltimo extremo, se podrá ciertamente formar un número 
Tan grande como se quiera de bandas iguales 4la EDFG sin conseguir por 
eso cubrir totalmente el espacio indefinido que comprenden los dos 
lados del ángulo recto EDB, De lo cual se sigue que la superficie del 
ángulo edh es mayor que la de la banda EDFG, considerando 4 las 
dos con relacion 4 sus límites laterales ; y que si se construye en esta 
banda sobre la recta ED el ángulo EDH igual al edh, no es posible 
que este quede encerrado entre las líneas ED y_FG, sino que su lado 
DH ha de cortar necesariamente 4 la recta FG. 

Para hacerse el debido cargo de toca la fuerza de esta demostra- 
cion, es sobrenecesario haber observado y tener muy presente que 
cuando se aplica el ángulo recto edh al íngulo recto EDB, estas dos 
superficies deben siempre coincidir entre sus límites laterales de y db, 
DE y DB, por mucho que se les prolongue: entonces se verá que si 
los ángulos construidos en las bandas no. saliesen jamas de ellas, de- 
jarian un vacío indefinido despues de la última banda, y otro en cada 
una de ellas; mas este, que siempre tiene lugar en la inmediacion al 
vértice, está mas que compensado por los espacios que se les hacen 
comunes cuando llegan 4 salir de las bandas; pues cruzándose entonces 
sus lados, se: confunde en' parte el espacio del uno con el del otro, 
Tal es, por ejemplo, el espacio MNO , comun 4 los dos ángulos EDH' 
y GFH. Con esta explicacion no debe quedar duda alguna fundada 
sobre que entra el infinito en todas las consideraciones antecedentes; 
pues solo se trata de hacer formar idea de que en todo caso es posible 
colocar en el ángulo recto un número de bandas Inayor que otro cual- 
quiera número dado, por grande que este sea, 
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Fig. 25. 
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cion 4 FG. Á lo cual seria consiguiente, en virtud de la 
proposicion del $. 40, quela recta EL debiese encontrar 
4 la GM; y esto jamas puede acontecer siendo, como 
por suposicion son entre sí paralelas las rectas DE y FG. 
Es pues visto que en el punto L no puede levantarse 4 
la recta LM otra ninguna perpendicular distinta de la EL; 
y de consiguiente la recta LM, que por suposicion es per- 
pendicular á la FG en M, debe ¡gialmente serlo á la 
paralela DE en L. 

42.  Corolario. De esta última proposicion se sigue 
que como dos rectas scan paralelas 4 una tercera, deben 
serlo tambien entre sí; porque toda recta que sea per- 
pendicular á esta tercera ha de serlo igualmente 4 las dos 
primeras las cuales, siendo por este medio perpendicu- 
lares 4 una misma recta, no podrán jamas encontrarse en 
punto alguno, y de consiguiente habrán de ser entre sí 
paralelas. 

TEOREMA. 

43. Siempre qus dos rectas entre sí paralelas DE y 
FG, fig. 25, sean cortadas por otra cualquiera, serán 
entre sí iguales los dos ángulos ELI y GMI que aquellas 
forman con esta última , situados hácia un mismo lado, el 
uno dentro y el otro fuera. del espacio interceptado por 
las paralelas. 

Demostracion. Si del punto K, medio de la LM, ba- 
jamos sobre cualquiera de las dos paralelas ED, FG la 
perpendicular DF, esta misma recta será al mismo tiem- 
po perpendicular á la otra ($. 41). Y pues que en los 
triángulos DLK y KEM son iguales entre sí por: cons- 
truccion los lados LK y KM, respectivamente opuestos 
4 los ángulos rectos D y F, siendo ademas entre sí igua- 
les por opuestos en el vértice los ángulos DKL y MKE, 
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serán: entre sí totalmente iguales los dos triángulos, y de 
consiguiente el ángulo restante DLK del uno , 6 lo que 
es lo: mismo;-el ángulo ELI debe ser igual al ángulo res- 
tante KME del otro, ó lo que es equivalente; al: GMI, 
opuesto en el vértice 4. este último. 


TEOREMA. 


44. Siempre que dos rectas DE y EG formen con 
otra tercera TK ,'y hácia: el mismo lado con respecto á 
esta, dos ángulos ELI, GMI entre sí iguales, el uno en 
la parte interior y el otro'en la exterior del espacio inter» 
ceptado por: las tales dos rectas, puede contarse con la 
mayor seguridad con que estas son entre sí paralelas. 

"Demostracion. Si del punto K, medio de LM, se ba- 
ja 4 DE la perpendicular DE , resultarán formados los 
triángulos DLK y MKE', totalmente iguales entre sí 
($. 18), Pues que conforme á la suposición, el: ángulo 
DLK ó.el ELIT es igual al ángulo KME opuesto en el 
vértice al ángulo GMI; los dos ángulos DKL y MKF, 
como opuestos'que son en .el vértice, habrán necesaria- 
mente de ser entre sí iguales, y por último el lado LK es 
igual al KM por construcción. Será pues el ángulo KFM 
igual al LDK; y siendo este por suposicion recto , debe- 
rá tambien sérlo el'ótro; con lo cual tenemos ya que las 
dos rectas DE y EG son entrambas perpendiculares 4 la 
misma. recta DF, Y Por tanto deben ser entre sí paralelas. 

45. Observaciones, El frecuente uso que general- 
Mente se hace de las. Propiedades de las paralelas , ha in- 
ducido:4 los geómetras á designar con nombres particula- 
res los varios ángulos que ellas forman con las rectas que 


las cortan, y que Por esta: razon son conocidas bajo el 
nombre de secantes. 


Fig. 26. 


Fig. 26. 
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Los ángulos, que como ELI,GMI y fig.-26;.se ha- 
llan situados á un mismo lado de la! secante IH., y. cuya 
abertura está vuelta hácia la misma parte )-se. darias án- 
gulos: correspondientes. Los ángulos DLM y FMI son 
tambien ángulos correspondientes, 

Todos los ángulos cuya abertura se halla entre las pa- 
ralelas, son comprendidos bajo la denominacion general 
de ángulos internos; y todos aquellos cuya abertura está 
dela parte de afuera de ellas se llaman ángulos externos. 

Se distinguen ademas estos ángulos por suposicion 
con respecto á la secante. Los que se hallan 4 un mismo 
lado de esta recta, se llaman ángulos internos Ó- externos, 
segun sean, de un mismo lado. 

ELM, GML son dosángulos internos del mismo lado. 

HLD, FMI son dos ángulos externos del mismo lado; 

Los ángulos que se hallan en situacion opuesta, tan- 
to:con respecto á.las.paralelas, como á la secante, se lla= 
man: ángulos alternos. Entre, estos. los hay: alternos inter- 
nos, como ELM y EML,:ó DLM y GMLs, y :alternos 
externos, como HLE y EMI, 6 HLD y GMI.;: 

| sh aj 


aras 


46. Siempre que ds demi DE y >. 6) des 36 
e le por una tercera recta TH, y 

* Los ángulos correspondientes, son entre sí Sonates; 

2 Los ángulos alternos internos. son entre sí iguales; 

1.3. Los ángulos alternos externos:son entre sí iguales; 

4% La suma dedos dos: ángulos internos de un mismo 
lado equivale á la de dos ángulos rectos; 

5 La suma de los dos ángulos externos de un mismo 
lado equivale á la de dos ángulos rectos; 
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6.” Siempre que llegue á verificarse una cualquiera de 

estas propiedades que acabamos de expresar , deberemos 

estar ciertos de que las dos rectas DE y EG son entre sí 
paralelas, 

Demostracion. 1.” La igualdad de los ángulos cor- 
respondientes está ya vista en el teorema del $. 435 pues 
que los ángulos ELI y GMI, fig. 25, son evidentemen- 
te ángulos correspondientes en el sentido que hemos dado 
á esta expresion. Probada como ya está la igualdad de es- 
tos ángulos, se deduce de ella facilísimamente la de to- 
dos los demas ángulos correspondientes. Por lo. respectivo 
á los ángulos DLM y EMI, por ejemplo, fig. 26, habre- 
mos de tener presente que la suma de los dos ángulos 
DLM y ELI, adyacentes á la misma recta DE, equiva- 
le á la de dos ángulos rectos ($. 11), y que por la mis- 
ma razon la suma de los dos ángulos EMI y GMI es asi- 
¡nismo igual á la de dos ángulos rectos. Quitando pues 
de estas dos sumas iguales los dos ángulos iguales ELI y 
¿GMI, deberán resultar necesariamente iguales entre sí 
los dos ángulos restantes DLM y FMI. 

72. ¿La igualdad de los ángulos alternos internos , la 
de ELI y EMH, por ejemplo, es indudable, pues sien» 
«do, como se ye, entre sí iguales los dos ángulos EMH y 
GMI por opuestos que son en el vértice, al mismo tiem- 
po que este último ángulo es igual á ELÍ como su cor- 
respondiente, deben ser entre sí iguales los dos ángulos 
ELI y FMH, que son alternos internos. Del mismo mo- 
do se puede demostrar la igualdad de los otros dos DLI 
y GMH. 

3. Tampoco puede caber la menor duda sobre que 
son entre sí iguales los ángulos alternos externos, por 
ejemplo, DLH y GMI; porque siendo opuesto en el yér- 
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tice este último al FMH, deben forzosamente ser iguales 
entre sí; y siendo FMH igual 4 DLH como correspon-= 
dientes que son, es bien claro que los dos ángulos DLH 
y GMI que son iguales 4 un tercero FMH , han de ser 
por necesidad iguales entre sí. Por el: mismo medio po- 
dríamos hacer ver la igualdad de los ángulos alternos exa 
ternos ELH y EMI. 

4. La suma de los dos ángulos internos de un mise 
mo lado, la de ELI y GMH, por ejemplo, equivale á la 
de dos ángulos rectos ; porque siendo entre sí iguales los 
dos ángulos ELI y GMI por correspondientes, y equiva- 
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los dos GMI 
y GMH como adyacentes que son á la misma recta 1H 
($. 11), es evidente que si en lugar del ángulo GMI 
sostituimos su igual ELI, resultará igualmente que la su- 
ma de los dos 4ngulos internos de un mismo lado ELI y 
GMH equivale á la de dos ángulos rectos. 

5." Lasuma de los dos ángulos externos de un mismo 
lado ELH y GMI, por ejemplo, equivale á la de dos 
ángulos rectos, en vista de que siendo entre sí iguales co- 

_ mo correspondientes los ángulos GMI y ELI, y equiva- 
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los dos 4n- 
gulos ELM y ELH como adyacentes que son á la misma 
recta TH ($. 11), se ve con la mayor claridad que si se 
sostituye: al ángulo ELI su igual GMI, la suma será 
igual á la anterior, y equivaldrá por consiguiente á la de 
dos ángulos rectos, 

6.7 Porúltimo, luego que observemos verificada cual- 
quiera de estas propiedades en dos rectas cortadas por una 
tercera, podemos estar ciertos de que las tales dos rectas son 
entre sí paralelas; porque si lo primero que observamos 
en ellas es la igualdad de los ángulos correspondientes, en 
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el $. 44 hemos hecho ver el necesario enlace que la igual. 
dad de los ángulos correspondientes tiene con el paralelis- 
mo; y por lo que respecta á las otras cuatro propiedades, * 
basta tener presente que de cualquiera de ellas se infiere 
necesariamente la igualdad de los ángulos correspon= 
dientes, 

Con efecto, los ángulos alternos internos ELI y FMH 
no pueden ser entre sí iguales sin que el ángulo GMI, 
igual 4 FMH como su opuesto en el vértice, no lo sea de 
consiguiente 4 ELI, Es pues visto que en tal caso los án. 
gulos correspondientes ELI y GMI son entre sí iguales, 

Lo mismo podemos decir de los ángulos alternos ex= 
ternos ELH y EMI; pues siendo entre sí iguales los án- 
gulos FMI y GMH como opuestos que son en el vérti- 
ce, ha de resultar por consecuencia forzosa que GMBH sea 
tambien igual á su correspondiente ELH. 

Cuando. sepamos que la suma de dos ángulos inter- 
nos ó externos del mismo lado equivale á la de dos ángu- 
los rectos, podremos cerciorarnos del modo siguiente de 
que los ángulos correspondientes son entre sí iguales. Si, 
por ejemplo, la suma de los ángulos ELI y GMH equi- 
vale á la de dos rectos, el ángulo ELIT equivaldrá á la 
suma de los dos rectos menos el ángulo GMH:; y como 
por ser adyacentes á una misma línea HI los ángulos 
GMH y GMI, equivale la suma de ellos á la de dos án= 
gulos rectos, resultará que el ángulo. GMI equivaldrá á 
esta suma de los dos rectos menos el ángulo GMH; y 
siendo este yalor igual al que hemos determinado del án= 
gulo ELI, se ye con la mayor claridad que. son entre sí 
iguales los dos ángulos correspondientes ELI y GM1, 
Del mismo modo podemos discurrir con relacion 4 los án= 
gulos externos de un mismo lado. 
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47. Corolario. Pues que en todos casos dos rectas 
que sean paralelas han-de gozar de todas Jas propiedades 
que acabamos de expresar y probar, y que siempre que 
observemos una cualquiera de las mismas propiedades en 
dos rectas cortadas por otra tercera, podemos estar ciertos 
de que las tales dos rectas son entre sí paralelas, es consi. 
guiente que no lo sean cualesquiera otras en que no halle- 
mos las mencionadas propiedades, 

Las dos rectas DG y EG, por ejemplo, fig. 27 , que 
son respectivamente perpendiculares á las otras dos AB y 
BC que entre sí se cortan, no son paralelas; porque si 
tiramos la secante TH, está bien patente que la suma de 
los ángulos internos de un mismo lado EIH y GHI es 
menor que la de los dos 4ngulos rectos ElB y GHB. 


PROBLEMA. 


48. Por un punto dado C, fig. 28, tirar una recta 
paralela á la recta dada AB. 

Solucion. “Tírese por el punto Cuna recta cualquiera 
CB que encuentre á la AB; fórmese en seguida en el pun- 
to C y sobre la recta CB el ángulo BCD igual al ABC 
($. 23)3 y de este modo obtendremos la recta CD, la 
cual habrá de ser la paralela que se nos ha pedido, «por- 
que ademas de pasar por el punto dado C, con solo que 
consideremos 4 CB como secante, tendremos á los dos 4n= 
gulos alternos internos ABC y BCD entre sí iguales por 
Construccion. 

PROBLEMA. 


1 49- Por un punto dado C, tomado fuera de una 
recta AB, fig. 29, tirar otra recta que forme con aque- 
lla un ángulo igual á otro dado A. 


TS AAA A A A 
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Solucion. En un punto «cualquiera. (A! de lao recta AB 
fórmese ($. 23) el ángulo DAB igual al: dado A'; y.ti= 
rando por el punto: C paralelamente 4 larrecta AD: ($ 
ant.) la recta CE, esta' formará con AB ($47). ebán- 
gulo CEB, que siendo igual 4 su correspondiente DAB, 
debe por. consiguiente serlo el ángulo dado A/, 


"TEOREMA. 


50. Los ángulos ABC, DEF, fig. 30, que tienen Fig. 30. 
respectivamente paralelos los lados del'zmo: á. los del otro 
Y las aberturas colocadas en un mismo sentido ), són entre 
sí iguales. ir - o na 2d a 

Demostracion..Si prolongamos cualquiera de'los'lados 
del segundo ángulo, el DE , por ejemplo, hasta que en- 
cuentre-á otro de los lados del primero, con solo conside- 
rar á las paralelas EF y. CH como cortadas por la secante 
DH, echaremos de ver que. los:dos ángulos DEF y DHG 
deben.ser entre sí iguales ¡como que, son' correspondién= 
tes (8.47); y considerando:4 las paralelas. AB y DH co» 
mo que estan cortadas por la:secanteBG , habrán de ser 
tambien y<por la misma razon, iguales. entre sí los:ángu= 
los ABC y. DEC. Es pues consiguiente. que siendo igua= 
les á unímismo ángulo DHG los otios:dos DEF y ABC, 
lo sean estos entre:sí, Y 


5 TEOREMA, 


SY -Laisuma de los tres ángulos: desénalquiena tri. 
ángulo equivale á la de dos: digulos rectos 7 
Demostracion, Si por el vértice del ángulo BAC del 
triángulo ABC, fig. 31 , tiramos la recta AD paralela Fig. 31. 
al lado opuesto BC, los ángulos ABC y-EAD formados 
TOMO 111. G 
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sobre la secante AB, habrán de ser como correspondien- 
tes iguales entre sí ES. 47) 5 y asimismo deberán serlo 
los dos otros ángulos DAC y ACB por ser alternos in- 
ternos con respecto 4 la secante AC; por consiguiente el 
ángulo EAC, que es igual á la suma de los dos EAD y 
DAC, lo será asimismo á la de los dos ángulos ABC y 
ACB del triángulo propuesto, que les son iguales; y 
agregando al ángulo CAE: el tercero CAB restante en 
el triángulo, vendremos á tener formados en el punto A 
y sobre la recta EB los tres ángulos EAD, DAC y CAB, 
cuya.suma equivale á la de dos ángulos rectos ($. 10). 
N. B. Conviene tener presente que el ángulo EAC es 
conocido bajo la denominacion de dngulo externo del tri 
ángulo ABC, y que equivale por:sí solo 4 la suma de 
los dos ángulos internos opuestos ABC y ACB, 


ga Corolario. Del. teorema que precede se sigue. 


que cuando: dos ángulos de un triángulo sean: respectivas 
ménté iguales á dos de otro, el tercer ángulo restante 
del primero habrá: de ser igual al tercer ángulo restante 
del segundo; pués reunido cada uno de estos térceros án= 
gulos á:los otros dos, componen en cada uno de los dos 
triángulos la misma suma de dos ángulos rectos. 

-11 El /mismo'teorema'nos hace tambien ver queen nin- 
gun triángulo puede haber mas de un:solo ángulo. recto, 
ni con mayor razon mas de un ángulo obtuso. 

53. Se llama triángulo rectángulo el que tenga un 
ángulo rectos acutángulo el que tenga agudos todos sus 
ángulos': y: obtusángulo:el que tenga un ángulo obtuso; 
y se comprenden: las: dos últimas especies bajo la denomi- 
nacion general de triángulos :oblicuángulos. 

Bien claro se ve que debiendo ser entre sí iguales 
($-37) los tres ángulos de todo' triángulo equilátero, 
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cada wno de los ángulos equivale 4 dos tercias partes de 
un ángulo recto, : 

TEOREMA. 


54. Las partes AC y BD, fig. 32, de dos rectas 
paralelas, interceptadas entre otras dos rectas parale- 
las, son entre sí iguales, ) recíprocamente. 

Demostracion. Si se tira la recta AD, resultan: for- 
mados los dos triángulos ABD y ACD, que: deben ser 
totalmente iguales entre sí; porque considerando. 4 la AD 
como secante de las paralelas AB y CD, se verá-que sien= 
do, como son, ángulos alternos internos los:dos BAD y 
ADC, han de ser entre sí iguales (S. 47). Mirando en 
seguida á la misma recta AD como secante de las parale- 
las AC y BD, echaremos de yer que los dos ángulos 
ADB y DAC son por la misma razon entre sí iguales; 
y siendo ademas comun el lado AD 4 los dos triángulos 
ABD y ACD, habrán estos de ser entre sí totalmente 
iguales ($. 18). ii: 

Sean pues entre sí iguales los dos lados AC y BD 
opuestos á los ángulos iguales ADC y BAD, como asi- 
mismo lo habrán de ser los otros dos lados AB y CD, 
opuestos á los ángulos entre sí iguales ADB y CAD, que 
es todo lo que nos propusimos demostrar en-la primera 
proposicion. 

- Por lo que toca á la recíproca, es bien claro que 
siendo iguales“entre sí las dos partes CD y AB; y sién= 
dolo asimismo: las otras partes AC y BD,, serán respecti- 
vamente ¡iguales los tres: lados de un: triángulo 4 los tres 
del otro; y los dos triángulos habrán de ser entre sí to- 
talmente iguales. Por Ja igualdad de los ángulos alternos 
internos CAD y ADB- vendremos en conocimiento del 


Fig. 32. 


Fig. 33. * 
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paralelismo de las dos rectas AC y BD, asi «como la 
igtaldad de los dos ángulos BAD y CDA nos da á co- 
nocer el de las otras dosirectas AB y CD, 

Con la misma facilidad se puede demostrar que cuan- 
do sean entre sí iguales y paralelas las dos: rectas AB y 
CD, deben serlo asimismo las otras dos rectas AC y BD, 
que juntas con ellas cierran el espacio. 

55. 'Corolario. La proposicion precedente no dejará 
de verificarse;aun cuando las rectas AC y BD sean per- 
pendiculares 4 las AB y CD, pues que por esta circitms= 
tancia se-conservan paralelas entre sí; y como en tal caso 
las partes AC y BD miden las distancias de las dos reco 
tas AB:y CD, podemos inferir que dos paralelas, distan 
igualmente En: todas sus partes una de otra. 


TEOREMA, 


56. Si:dos:rectas cualesquiera AF y GM, fig. 33, 
se hallan cortadas por.un número cualquiera de parale- 
las'AG,BH, CI £c. tiradas por puntos tomados á dis- 
tancias tguales en la primera, las partes GH, HI, IK 
src. de la segunda, habrán tambien de ser iguales en- 


Areosí 


"Demostracion: Sivtiramos: por los puntos:G, H, I Kc. 
las rectas GN, HO, 1P ác. paralelas 4 la AF', nos re- 
sultarán formados los triángulos GNH, HOI, IPK éc. 
cuyos lados NG; OH, IP kc. por ser respectivamente 
iguales:á «Jas partes! igúales AB, BO, CD éc., como 
paralelas quie son comprendidas entre. paralelas ($54), 
han de ser forzosamente iguales entre sí. Los ángulos 
NGH, OHI, PIK 8cc. deben ser entre sí iguales, como 
correspondientes que son con respecto á la secante GM; y 
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finalmente los ángulos GNH, HOI, IPK gcc. serán ne- 
cesariamente iguales entre sí, porque son entre sí parale= 
los los. lados:que los forman, y tienen sus aberturas diri- 
gidas enun mismo sentido ($. 50). Teniendo pues cual- 
quiera de estos triángulos un lado igual 4 otro de cada 
uno de los demas, y respectivamente iguales los ángulos 
adyacentes á los lados iguales de los dos triángulos, ha- 
brán estos: de ser totalmente iguales ($. 18), y de con- 
siguiente los lados GH, HI, IK-8c. deben ser todos 
iguales entre sí. * 

57.  Corolario, De lo que acabamos de exponer, se 
sigue que la parte AB está contenida en la AF tantas ve- 
ces como la parte GH lo está en la GM; de suerte que 
podemos contar con esta proporcion: 

AB: AF::GH : GM; 
la cual puede trasformarse en esta otra: 
AB:GH::AF : GM; 

y de esta última se pueden deducir las siguientes; 
24B:2GH:: AF: GM; 
3AB:3GH:: AF : GM; 

Kc. 8. 

lo cual nos manifiesta que un número cualquiera de par- 

tes ignales de AF es 4 otro número igual de partes de 

GM, como. la recta entera AF es á:la recta entera GM. 


TEOREMA. 


58. Las cuatro partés AD, DF, GK y KM, fig. Fig. 34. 
343 en :que dos rectas, cualesquiera resultan cortadas por 
las tres paralelas AG, DK y EM son entre sí propor= 
cionales , de modo que forman. la siguiente proporcion: 


AD: DF :;GK:KM. 


54 y ELEMENTOS 
Demostracion, Con, relacion á esta proposicion pueden 
ocurrir estas dos cosas: 1." Que ADsea comiensurable con 
AF, es decir, que la razon de ÁD 4 AF pueda expre- 
sarse exactamente por medio de la de dos números. Su- 
pongamos, por ejemplo, que sabemos que 
AF: AD:347: 285 
de lo cual se puede inferir que imaginándonos dividida 
en 47 partes iguales, 25 de ellas han de corresponder á4 
la AD, y las 22 restantes á DE, Tirando en seguida pa- 
ralelas á la GH por los puntos de las 47 divisiones, re- 
sultará dividida'la recta GM en otras 47 partes iguales, de 
las cuales 25 compondrán la GK, y 22 la KM. Ten= 
. dremos, pues: 
AD: :DE::02 2800225 
GK:KM::25: 22; 
y de consiguiente AD: DF :: GK: KM. 
Ademas, en vista de las proporciones 
ABAD taa: ae 
po GM:GK 2:47:25; 
podemos inferir que 
z AF: AD:: GM: GK. 

2... Si AF y AD fueren incomensurables , haremos 
ver del modo siguiente que la razon de la una 4 la otra 
no puede ser menor ni mayor que la de GK 4 GM. 

Sea primeramente AF : AD: :GM:GI, 
siendo GÍ menor que GK. En todo caso se podrá dividir 
el lado AF en partes tan pequeñas, que tirando por to- 
dos los puntos de division paralelas 4 la FM, haya de pa- 
' sar una de ellas de por entre los puntos 1 y K; y con 
arreglo á lo que precede, tendremos, á cansa de la co- 
mensurabilidad de AF y Ad, 
AF: Ad:: GM: Ge. 
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Siendo unos mismos los antecedentes de las dos álti- 
mas proporciones, se inferirá de ellas esta tercera, qhe ha- 
brá de existir entre los consecuentes de entrambas. 

AD: Ad:: Gl: Ge; 
resultado absurdo, pues que siendo AD mayor que Ad, 
GI es menor que Ge. 
Tampoco es posible que tengamos esta proporcion: 
AF: AD::GM: GI, 
siendo GÍ' mayor que GK; porque suponiendo dividida la 
AF, de modo que una de las paralelas d'e/ pase por en- 
tre los puntos K é1', tendremos: 
AF : Ad :: GM: Ge; 
y deduciendo de estas dos últimas proporciones, cuyos 
antecedentes son los mismos, esta tercera que de ellas re= 
sulta para entre los consecuentes, vendremosá tener: 
AD: Ad :: Gl: Ge”; E 
resultado igualmente absurdo, pues que siendo AD me- 
nor que Ad, Gl es mayor que Ge”. Es pues necesario que 
sea GK el cuarto término de la proporcion, cuyos trés 
primeros son las rectas AF, AD y GM. 

De esta proporcion AF': AD:;GM : GK, se infie- 

re que 
AF-AD: AD :: GM-GK : GK; 

la cual equivale 4 estotra: 

DF: AD :: KM: GK; 
ó invirtiendo los términos de las dos razones de esta últi- 
ma proporcion, tendremos la siguiente: 

AD: DF ::GK:KMx, 

% No será extraño que se experimente alguna dificultad en transfe- 

yir 4 las partes de la extension la nocion de la razon, tal como la en- 
tendemos con respecto 4 los números » mayormente siempre que se tra- 


te de líneas entre sí incomensurables; mas toda la oscuridad que sobre 
esto puede ofrecerse, deberá desaparecer enteramente Juego que fije- 


Fig. 35. 
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$9. 1. Corolario. Si por el punto G se tira la: rec- 
ta GN paralela á AF, resultará : 
GO=AD;ON=DE ($. $4); 
y conforme 4 lo que precede, 
GO: ON :; GK: KM, 
GO : GN :: GK: GM. 

Si pues en un triángulo cualquiera se tira una recta 
OK paralela 4 uno de los lados NM, los otros dos lados 
GN y GM estarán cortados por la tal paralela en partes 
entre sí proporcionales. 

60. 2. Corolario. Por la inversa, siempre que una 
recta corte 4 dos lados de-un triángulo en partes propor= 
cionales, debe ser paralela al tercero estante. 

Con efecto, si en el triángulo ABC, fig. 35, tuvié- 
ramos 3. 
Me AB: Ac:: AC: Af, 
sin que la línea ef fuese paralela 4 la BC, se podria toda= 
vía tirar por el punto.e una recta eH que fuese paralela 
4 la BC, y en tal caso tendríamos: 

AB: Ae: : AC: AH ($59), 
en cuya proporcion los tres primeros términos son los mis- 
mos quelos de la anterior, y de consiguiente el cuarto AH 
de esta última habrá necesariamente: de ser igual al cuar- 


mos Muestra atencion en que nos es imposible comparar dos líneas una 
con otra sino refiriéndolas 4 una medida comun ($.5), y que en tal caso 
la razon de ellas es verdaderamente un número entero, Ó una fraccion 
cuyos términos estan expresados por los respectivos números de me- 
didas comunes que.estan contenidas en cada recta. Y aunque no pueda 
asignarse con toda exactitud esta fraccion cuando la razon sea inco- 
mensurable , no por eso deja de existir; pues podemos aproximarnos 4 
ella cuanto queramos, y debemos mirar como enteramente iguales dos 
razones incomensurables, luego que echemos de ver que por mucho 
que adelantemos la aproximacion de la una y de la otra, permanezca 
constantemente nula la diferencia de entrambas, . 
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to término Af de la otra'; lo cual nos pone de manifiesto 

que las supuestas dos rectas ef: y eH se confunden en una 

misma, y que la primera:debe ser paralela al tercer lado 

BC del triángulo BAC. y 

61. 3.” Corolario, Siempre que la recta BD, fig. Fig. 36. 

36, divida en dos partes iguales á uno de los ángulos B 

de un triángulo cualquiera ABO, divide asimismo al la- 

do opuesto AC 'en'dos segmentos proporcionales á los la- 

dos adyacentes; es decir , que tendremos: 
AD:DC:: AB: BC. 

Esto se demuestra tirando por el punto C la recta 

CE paralela 4 la BD, y que encuentre:en el punto E á 

la AB prolongada. De esto resultará ($. 59) 
AD:DC:: AB: BE. 


Por otra parte es isósceles el triáng orque 
son entre sí iguales los ángulos BCE y mo al- 
ternos internos que son con respecto á-Ía secante BC, 


siendo al mismo tiempo iguales entre sí los ángulos BEC 

y ABD como correspondientes con respecto á la secante 

AE; y ademas sabemos que los dos ángulos ABD y CBD, 

siendo, como por suposicion son, mitades de un mismo 

ángulo ABC, deben necesariamente ser entre sí iguales. 

Será , pues, forzoso que tambien lo sean los dos ángulos ¿ 
BCE y BEC, y asimismo los lados opuestos BE y BC; 

y por último resultado tengamos 

AD: DC :: AB: BC. 


PROBLEMA. 


62. Hallar una cuarta proporcional á las tres rec- 
tas dadas M,N y p, fig. 375 6 determinar el cuarto Fig. 37- 
término de esta proporcion ; 

TOMO ILL. H 
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M:N:iPoz 

Solucion. Fórmese con: dos: rectas. indefinidas AB y 
AC un ángulo cualquiera3 tómese en la. primera desde A 
hasta Bla distancia AB igual á la M, y desde A hasta 
D otra distancia AD igual á la Ni; en seguida tómese 
desde A: hasta Ola tercera distancia AC igual 4 la P. 
Júntense por medio de una recta BG los dos puntos B y 
C, y tirando por el punto D la recta DE paralela á la 
BC, la interseccion de esta paralela y de la recta AC nos 
determinará á la AE, que es la cuarta proporcional que 
se nos ha pedido; pues que ($. 59) 

AB: AD: AC; ¡AE;” 
lo cual equivale 4 M: N +: P.: AE. 

Si fueren entre sí:iguales las dos rectas dadas N y P, 
la línea obtendremos como cuarto término de la 
propor M:N::N:AE, 
será la que los geómetras acostumbran llamar tercera pro- 
porcional á las dos rectas dadas M y. N. La: construccion 
en este caso no se diferencia de la del anterior, sino en 
que el punto C del primero viene á ser el c,y en que la 
recta De paralela 4 la Bc, corta de la AC la parte Ae, la 
cual es la tercera proporcional que buscábamos; pues que 
tenemos: AB: AD :: Ac: Ag; 

ó la equivalente M:N::N: Ac. 

63. Dos triángulos son semejantes siempre que los 
tres ángulos del uno sean respectivamente iguales 4 los 
tres del otro, y que sean proporcionales los lados que en 
ambos esten opuestos á. dos ángulos entre sí iguales, y 
que por esta razon se llaman lados homólogos, 

Estas dos condiciones estan tan unidas y enlazadas en- 
tre sí, que no puede separarse la una de la otra. 
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TEOREMA, 


64. Siempre que dos triángulos ABCy- DEF, fig. 38, 
tengan los tres ángulos del uno respectivamente iguales á 
los tres del otro, deben ser proporcionales sus lados homó- 
logos, y de consiguiente habrán de ser semejantes los dos 
triángulos. 

Demostracion. Si en los dos lados AB y AC toma= 
mos las partes Ae y Af respectivamente iguales 4 sus la- 
dos homólogos DE y DF, por estar opuestos á los ángu- 
los F y E de un triángulo respectivamente iguales á los C y 
B del otro; y si en seguida tiramos la recta ef, los trián- 
gulos «Af y EDF deberán ser entre sí totalmente iguales 
($. 16); porque siendo por suposicion iguales Jos ángu- 
los A y D; y siendo al mismo tiempo réspectivamente 
iguales por construccion Ae, Ac del uno y DE, DE del 
otro que los comprenden, habrán de ser totalmente igna- 
les los dos triángulos Agf y DEF, y de consiguienre el 
ángulo Acf será igual al E, y por tanto al B. Siendo pues 
paralela por esta razon la recta ef á la BC, tendremos es- 
ta proporcion: 

- Ac: AB:: Af: AC(S. 59); 
equivalente á estotra: DE : AB: : DF: AC. 

Si ahora tiramos la recta Gf paralela á la AB tendre- 
mos la siguiente: 

gn $0 Af: AC::BG:BC, 

ó la equivalente DE: AC:: EF: BG, 

pues que BG: es igual á ef ($. 54), y esta lo es 4 EF. 
Reuniendo finalmente esta última proporcion comun á la an- 
terior por medio de la razon DF: AC, que es comuná las 
dos, nos resultará la siguiente serie de razones iguales: 


Fig. 38. 


Ja? 
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DE: AB:: DF :AC:: EF: BC; 
en la cual se nos manifiesta que los lados homólogos de 
los triángulos ABC y DEY son entre sí proporcionales. 
65. De esta proposicion se sigue que son semejantes 
dos triángulos : 

1.2 Cuando dos ángulos del uno sean respectivamen- 
te iguales 4 dos ángulos del otro, pues que en tal caso el 
ángulo restante del primero es necesariamente igual ($. 5 2) 
al restante del segundo: 

2. Siempre que sean entre sí paralelos los tres lados 
«del úno á los tres del otro: 

3.2 Cuando los lados del. uno sean respectivamente 
perpendiculares 4 los del otro, 

La segunda de estas tres. proposiciones es evidente 
por lo tocante á los ángulos colocados segun lo estan los 
dos ABC y DEE; porque los ángulos que como el A y 
el D tienen respectivamente paralelos los lados que los 
comprenden, y dirigida sn abertura en un mismo senti- 
do, son neceseriamente iguales entre sí ($. $0). 

Con respecto á los triángulos que se nos presentan 
en una situacion trastornada, como los que vemos en la 

Fágura 39, es claro que si prolongamos el lado EF del 
triángulo DEF hasta que corte los del triángulo ABC en 
G y en H, los ángulos AGH y DEF, como alternos ex- 
ternos que'son con respecto á las paralelas AB y DE, y á 
la secante FH, deberán ser entre sí iguales: asimismo lo 
serán los ángulos AHG y DFE, como alternos internos 
que son con respecto á las paralelas AC y DF. Será pues 
semejante al triángulo AGH el EDF , asi como el AGH 
loesal ABC, porser los ángulos AHG y AGH igualesá los 
ángulos ACB y ABC, como correspondientes que son con 
respecto á las paralelas GH y BC y 4 las secantes AC y AB. 
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Es de consiguiente bien manifiesto que en el caso 
propuesto son entre sí paralelos los lados homólogos. 

A fin de demostrar la tercera y última parte, supon- 
gamos á los dos triángulos ABC y DEE, fig. 40, colo- Fig, 40. 
cados de manera que el lado EF sea perpendicular 4 la 
BC prolongada; que el lado DF prolongado sea perpen- 
dicular á la AC; y por último, que el lado ED prolon- 
gado sea perpendicular á la AB. Tírense por el punto A, 
opuesto al lado BC “perpendicular al EF las rectas AG y 
AH respectivamente paralelas á las otras dos rectas DF 
y DE lados del triángulo DEF, y de las cuales la una 
es perpendicular á la AC y la otra 4 la AB, Ahora bien, 
los ángulos CAG y BAH han de ser rectos por suposi= 
cion , y de consiguiente si á cada uno de ellos se agrega 
el mismo ángulo CAH, los dos ángulos resultantes BAC 
y GAH deben ser entre sí iguales; y siéndolo los ángulos 
GAH y EDF por tener por construccion sus lados res- 
pectivamente paralelos entre sí, y sus aberturas dirigidas 
en un mismo sentido , habrán de ser necesariamente entre 
sí iguales los ángulos BAC y EDF. 

Tirando despues por el punto B las rectas BI y BK 
respectivamente paralelas 4 los lados EF y DE, resultarán 
formados los dos ángulos rectos CBI y ABK, de los cua- 
les, quitada la parte comun ABI, quedarán por residuos 
iguales los ángulos ABC 6 IBK; y siendo este último 
igual á DEF, á causa de ser respectivamente paralelos 
los lados BI y BK del uno 4 los lados EF y DE del 
otro, habrán de ser tambien iguales entre sí los ángulos 
ABC y DEF, Y teniendo los dos triángulos ABC y 
DEF dos ángulos del uno respectivamente iguales á dos 
del otro, deberán por consiguiente ser semejantes. 

Por otra parte se ye que los lados homólogos son los 
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respectivamente perpendiculares; pues que siendo el án- 
gulo D igual al A, el lado EF es homólogo al BC, y asi 
de los demas. 

TEOREMA. 


66. Dos triángulos son semejantes siempre que un 
ángulo del uno sea igual d otro del otro , y que sean pro- 
porcionales los cuatro lados que forman á los dos ángulos 
iguales, 

Demostracion. Si el ángulo A del triángulo ABC, fig. 
38, fuere igual al ángulo D del triángulo DEF, y te- 
nemos al mismo tiempo que AB: DE: : AC: DE, to- 
maremos en los lados AB y AC del primer triángulo las 
dos partes Ae y Af respectivamente iguales 4 los lados 
DE y DE del segundo; y tirando la recta ef resultará 
formado el triángulo Azf totalmente igual al triángulo 
DEF ($. 16), y la recta ef que corta los lados del trián= 
gulo BAC en partes proporcionales, pues que por su- 
posicion 

AB:DEóAr:: AC: DE 6 Af, 
habrá de ser paralela á4BC ($. 60); y los ángulos e y f 
respectivamente iguales á los E y F, lo serán tambien 4 
los ángulos B y C;; y de consiguiente, teniendo los dos 
triángulos ABOG y DEF respectivamente iguales los án- 
gulos del no á los del otro, deben necesariamente ser se- 


mejantes ($. 64). 
TEOREMA, 


67.  Dostriángulos, de los cuales nos conste que los 
tres lados del uno son proporcionales dí los tres del otro, 
son semejantes, 

Demostracion. Supongamos que en los triángulos 
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ABC y DEF se nos presente la siguiente serie de ra» 
zones iguales: 
AB: DE::AC:DF:: BC: EF. 

Si se toma de AB una parte Ae igual al DE, y se 

tira una recta ef paralela 4 BC, los triángulos ABC y 
Af, semejantes entre sí ($. 65), nos darán : 
AB: Ae: : AC: Af:: BO: ef; 

y siendo Ae igual á DE, todas las razones de esta segun- 

da serie deben necesariamente ser iguales 4 las de Ja pri- 

mera; y siendo unos mismos los antecedentes de entram- 

bas, deberán serlo asimismo los consecuentes; por cuyo 

medio tendremos AÉf=DF; ef=EF. De consiguiente el 

triángulo DEF es totalmente igual al Acf; y siendo este 

último semejante al ABC, lo será asimismo el prime- 


ro DEF, 
PROBLEMA, 


68. Construir sobre una recta dada EF un trián» 
gulo semejante al ABC, É 

Solucion. Podemos ejecutarlo de diferentes modos, sir- 
viéndonos para ello de cualquiera de los varios caracteres 
por cuyo medio venimos en conocimiento de la semejan- 
za de dos triángulos. Proponiéndonos pues formar sobre 
la recta dada EF un triángulo semejante al ABC, podre- 
mos conseguirlo: 

1. Tirando por los dos extremos E y E rectas que 
hagan con la EF los dos ángulos E y E, respectivamen- 
te iguales 4 los dos B y ($. 65): 

2.” Haciendo en el punto E sobre la recta EF un án- 
gulo igual al B, y tomando por segundo lado de este án- 
gulo E una distancia DE , cuarta proporcional á las tres 
líneas BC, EF y AB; por cuyo medio tendremos dos tri- 


Fig. 41. 
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ángulos entre sí semejantes , pues que un ángulo del uno 
es igual á otro ángulo del otro, estando comprendidos 
estos dos ángulos iguales por lados entre sí proporciona- 
les ($. 66): 

3.2 Por último, hallando primeramente la cuarta 
proporcional á las tres rectas BC,EF y AB; y en segui- 
da la cuarta proporcional á las BC, EF y AC; y forman- 
do con estas dos líneas que ya suponemos determinadas, y 
con la dada EF el triángulo DEF ; en cuyo caso los dos 
triángulos DEF y ABC serán entre sí semejantes, por 
ser los tres lados del uno proporcionales á los tres del otro 


($. 67). 


TEOREMA. 


69. Cuantas rectas AB, AC, AD, AE, AF que- 
ramos, fig. 41, tiradas por un mismo punto A, y en- 
contradas por dos paralelas GL y BE, estan cortadas 
por estas paralelas en partes proporcionales , así como lo 
estan las mismas paralelas. 

Demostracion. Siendo entre sí semejantes los triángu- 
los BAC y GAH ($. 65), nos darán esta serie de ra- 
zones iguales: 

AB:AG::AC: AH :: BC : GH; 
y los triángulos CAD y HAT nos darán la siguiente: 
AC: AH :: AD: AT::CD+ HI; * 
los triángulos DAE é TAK nos darán estotra : 
AD: Al:: AE:AK:: DE: IK; 
y los triángulos EAF y KAL la que sigue: 
AE: AK::AF:AL:: EF: KL. 

Todas las razones de estas series son entre sí iguales, 
pues que la segunda razon de cada serie es la primera de 
la que la sigue. No tomando primeramente de todas ellas 


ra 
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sino las en que se comparan líneas tiradas desde el punto 
A, tendremos; 4 
AB: AG::AC:AH:: AD:AI::AE:AK:: AF:AL; 
y reuniendo despues las en que se comparan las partes de 
las paralelas BF y GL, nos resultará que 

BC:GH::CD: Hl:: DE:1K::EF:KL; 
lo cual nos hace ver que estas paralelas estan cortadas en 
partes proporcionales. 
Considerando ahora los triángulos BAC, CAD, DAE 
y EAF, como que dos de sus lados se hallan cortados por 
una recta paralela al tercer lado, tendremos ($. 59): 
AG:GB::AH: HC; 
AH: HC:: Al: ID; 
Al: ID ::AK: KE; 
AK:KE:: AL: LE; 
de donde se infiere que 
AG:GB:: AH :HC::AL:ID::AK:EK:: AL: LF; 
de lo cual resulta que las rectas AB, AC, AD, AE y 
AF estan cortadas por la GL paralela á la BF en partes 
proporcionales, 


PROBLEMA. 


70. Dividir una tecta dada en partes proporcio: 
nales á las de otra ya dividida, 
Solucion. Sea gl la línea que nos proponemos dividir, 
y BF la que se nos da ya dividida. Descríbase sobre esta 
última un triángulo equilátegg BAF, efectuando para 
ello lo prescrito ($. 21); es decir , describiendo desde los 
puntos B y E como centros, y tomando por radio á la rec- 
ta dada BÉ dos circunferencias de círculo; aplíquese des- 
pues al lado AB desde A hasta Gla recta gl, y ejecíte= 


se lo mismo en el lado AF desde A hasta L; tírese por 
TOMO 111. 1 


Fig. 42. 
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último la línea GL, y las rectas que junten con el punto 
A álos C, D, E de la division de la recta dada BF cor- 
tarán á la línea GL, igual á la g/ en partes proporcióna- 
les á las de BF, segun lo requiere la propuesta de la 
cuestion. 


Con: efecto , pues que AB=AF, y AG=AL, ten- 
dremos esta proporcion evidente AB: AG:: AF : AL; 
de la cual resulta ($. 60 ) que la GL es paralela á la 
BF. Siendo pues semejante al triángulo BAF el GAL, 
tendremos esta proporcion : 

AB: AG :: BF :GL; 
y siendo por construccion BF=AB, es consiguiente que 
GL=AG=2g1. Segun esto, y en vista del teorema antece- 
dente, las paralelas GL y BE estan divididas en partes 


entre sí proporcionales. 
Si la línea que se nos proponga para dividirla fuere 


g' mayor que la BF que se nos da dividida, habremos 
de prolongar los lados AB y AF indefinidamente por la 
parte de abajo de la BE; y deberemos en seguida aplicar 
la recta g'Y' al lado AB desde A hasta G”, y lo mismo al 
lado AF desde A hasta L/; y por último tiraremos la 
G/L/; despues de lo cual, si prolongamos, como es ne- 
cesario, las rectas AC, AD y AE, dividirán 4 la G'L/ en 
los puntos H”, 1”, K” en partes proporcionales á las de la 
recta BF. 

71.  Observacion. La cuestion precedente puede tama 
bien resolverse del signiepge modo: 

Sea AH, fig. 42, la recta que.se nos haya dado pas 
ra efectuar su division. Tírese por su extremo A una rec- 
ta indefinida AP que forme con la dada AH un ángulo 
eualquiera PAH, y sobre la cual colóquense, á continua= 
cion unas de otras, todas las partes en que esté dividida 
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la Jínea que se nos ha dado para que nos sirva de modelo 
en la nueva division. Júntese el extremo P con el H de 
la línea que nos proponemos dividir; y en seguida se ti- 
rarán por los puntos 1, K, L, M, N y O las rectas IB, 
KC,LD, ME, NF, OG paralelas á PH, las cuales 
cortarán á la AH en partes proporcionales 4 las de AP. 

Este último método se demuestra haciéndose cargo 
de que el triángulo ACK, cuyos dos lados AC y AK es- 
tan cortados por la recta BI paralela al tercer lado CK, 
nos da esta serie de razones iguales ($. $9): 

AB: AI::AC:AK:: BC: IK; 
»+el triángulo ADL, considerado con respecto á la recta 
CK, nos da la siguiente : 
AC: AK:: AD:AL::CD:KL; 
el triángulo AEM, considerado con respecto á la recta 
LD, nos da estotra : 
AD: AL:: AE: AM::DE: LM; 
y asi de los demas, 

Todas estas series de razones se enlazan unas con 
otras por medio de la segunda razon de cada una, que 
viene á ser la primera de la serie que inmediatamente la 
sigue. No tomando de todas las razones mas de las que 
contienen las divisiones de la recta AP, tendremos: 

AB: Al:: BC:IK::CD:KL:: DE: LM xc. 
lo cual manifiesta que las partes AB, BC, CD, DE £xc. 
de la recta AH son proporcionales á las de AP. 

Se puede simplificar un poco este último procedi= 
miento, tirando por el punto H una recta QH paralela á 
la AP, y tomando en ella desde el extremo H las partes 
HX, XV, VU, UT ¿cc. respectivamente iguales á las 
partes PO, ON, NM, ML éc., y juntando los corres- 
Pondientes puntos de division, las rectas que los junten, 


Fig. 41. 


Fig. 42. 
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que ($. 54.) deben ser entre sí paralelas, cortarán 4 la 
recta AH en partes proporcionales á las de la AP ó á las 
de la HQ. 

72. 1, Corolario, Si en la figura 41 las partes de 
la recta BF, y en la fig. 42 las de la AP fueran entre sí 
iguales, las de la recta GL en la primera, y las de la rec- 
ta AH en la segunda, habrian de ser tambien iguales en- 
tre sí, 

De esto se sigue que el procedimiento del $. 70 y 
el del $. 71 nos pueden servir para dividir una línea rec- 
ta en un número cualquiera de partes iguales; para lo 
cual es necesario mirar primeramente como indefinida á las 
recta BF, fig. 41; tomar de ella una parte BC de mag- 
nitud arbitraria, y repetirla 4 continuacion un número de 
veces igual al de las partes en que debe dividirse la recta 
dada GL. Siendo el punto F' el extremo de estas partes, 
se acabará la construccion con arreglo 4 lo que hemos 
practicado ($. 70). 

Observando lo hecho ($. 71), habremos de tomar 
de la recta AP, fig. 42, considerada como indefinida las 
partes iguales y arbitrarias, á continuacion unas de otras, 
pues que la recta AH representa la que se nos ha dado 
para ejecutar su division, , 

73. 2. Corolario. La division de las rectas en par- 
tes iguales es el fundamento de la construccion de las es2 
calas ; es decir, de las rectas que se destinan á que sir- 
van de medida de las demas. Con efecto, si desde luego 
se hubiese dividido en partes iguales la:recta CD, fig. 3, 
no hubiéramos necesitado pata averiguar la razon de la 
ABálaCD, ninguna otra cosa mas que determinar cuán- 
tas de aquellas partes iguales de la CD contenia la AB, 
y por este medio habríamos puesto en claro la: razon de 


Y 
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estas dos rectas, á lo menos con tanto "mayór aproxima! 


cion, cuanto mas pequeñas fuesen las partes i ales,de lá 
recta CD. La imperfeccion de. los instrumentos y da limi- 


tacion de nuestros sentidos, nos obligan con frecuentiaen—— 


Ja division de Jíneas, cuyas partes se nos escapan por 
su pequeñez; y para ensanchar mas nuestras facultades 
con relacion á este punto, se ha hecho uso de la divi- 
sion por transversales , que manifestamos en la fi8. 43, 
y cuya construccion es la siguiente: 

Habiendo dividido primeramente la recta AC en un 
número cualquiera de partes iguales, tales como BC, y 
queriendo todavía dividir 4 BC en un número de partes 
demasiado grande y expuesto á que se las pueda confun= 
dir; se levantarán ála AC, para evitar este inconveniente, 
por los extremos A y C las dos perpendiculares AA” y 
CL; se tomará de la AA” mna parte arbitraria AA”, y 
se repetirá esta á continuacion, una de otra, tantas veces 
cuantas indique el número de partes en que nos propon- 
gamos dividir á la BC, las cuales en la figura son solo 
cuatro; por los puntos de division A”, A”, AZ se tirarán 
rectas paralelas 4 la AC; y por último se juntarán Jos 
dos puntos B y L con la línea transversal BL. 

Si despues de hecho esto se tira la recta BK paralela 
á la CL, resultarán los: triángulos BDE, EFG, BHI, 
BKL evidentemente semejantes entre sí ($. 65), y que 
nos darán estas proporciones : 

BD: BK:: DE: KL; 
“BF: BK +: FG :KL;y! 
BH:BK :: HI: KL; 
de las cuales se deduce: 1.* que siendo BD una cuarta 
parte de BK,_lo habrá tambien de ser DE de KL ó de 
BC, que ($. $4) es igual á KL: 2.* que siendo BF las 


Fig. 43. 
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dos cuartas partes-Ó la mitad de BK, lo debe tambien 
ser FG de KL ó de BC: 3.” que siendo BH las tres cuar- 
tas partes de BK,, lo será igualmente HI de KL ó de BC. 

Por este medio se ve que si tomamos en la primera, 
en la segunda y en la tercera de las rectas paralelas 4 AB 
las distancias A/E, A“G, AL, respectivamente iguales 
¿A'D+DE, A“E+FG, A”“H+HI, tendremos en ellas 
las siguientes: 

AB+BC; AB+3BC;5 AB=+2BC, 

Esto nos parece suficiente para dar á conocer cómo se 
pueda construir una escala de transversales con destino 4 
obtener cualesquiera divisiones, y el uso que puede hacer- 
se de ella. 

Cuando la escala contiene diez paralelas á la recta 
AB, toma el nombre de escala de décimas, porque en 
tal caso nos da las décimas de BC. 


TEOREMA. 


74. Si del vértice del ángulo recto de un triángulo 
rectángulo se baja una perpendicular á su lado opuesto, 
llamado la hipotenusa: 

1.2 La perpendicular dividirá al triángulo propues- 
to en otros dos,' que le serán semejantes, ) que de consi- 
guiente lo serán entre sé: 

2.2 La misma perpendicular dividirá á la hipote- 
musa en dos partes ó segmentos tales, que cada uno de los 
lados del ángulo recto será medio proporcional entre el 
segmento adyacente y la hipotenusa entera : 

3." La perpendicular será media proporcional entre 
los dos segmentos de la. hipotenusa, ; 

Demostracion. Supuesto que es rectángulo en B el 
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triángulo ABC, fig. 44, y que la recta BD es perpendi- Fig. 44. 
cular á la AC, deberán ser semejantes (6.65 ) los trián- 
gulos ABC y ABD, por ser dos ángulos del uno respec- 
tivamente iguales á dos del otro; á saber, el ángulo A, 
que es comun á entrambos, y el ángulo recto ABC del 
Primero ,igual al ángulo recto ADB del segundo. El tri- 
ángulo BDC es por lo mismo semejante al ABG, por ser 
comun á los dos el ángulo C, siendo recto el ángulo BDC 
del uno como lo es'el ángulo ABC del otro. 

Si comparamos sucesivamente con el triángulo pro= 
puesto ABC cada uno de los triángulos parciales ABD 
y BDC, y tenemos presente que los dos ángulos ABD y 
CBD son respectivamente iguales 4 los dos C y A, echa= 
remos de ver las siguientes proporciones entre los lados 
homólogos : 

AD: AB:: AB: AC; 
CD: BC:: BC: AC; 
las cuales forman la segunda parte de nuestra proposicion; 

Comparando ahora uno con otro á los dos triángulos 

parciales ABD y BCD, tendremos estotra: 
AD:DB::DB: DC; 

que viene á ser la tercera y última parte de la propuesta 

que hemos establecido, 

75-  Corolario. Del teorema que acabamos de demos- 
trar se infiere que estando referidos 4 una medida comun 
los tres lados de un triángulo rectángulo, la segunda po- 
tencia , llamada ordinariamente el cuadrado, del número 
que nos indique la longitud de la hipotenusa, es igual á 
la suma de las segundas potencias ó cuadrados de los 
números con que expresamos la longitud de los otros dos 
lados. 

Con efecto, de las dos proporciones 
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AD: AB :: AB: AC, 
CD: BC :: BC: AC, 
EA ca 
resulta que AD= e y que CD=x 0 
Siendo. pues la hipotenusa AC=AD + CD, será por 
A —É 
AB 


C 
consiguiente AC === AC *Ac* ; de donde. fácilmente se 


——2 — — 
deduce que AC =AB' +BC. 
De esto se sigue que podemos determinar sin la me- 
nor dificultad cuánta sea la longitud de la hipotennsa de 


un triángulo rectángulo, luego que conozcamos la que 
tiene cada uno de los otros dos lados. Si, por ejemplo, AB= 


3, y BC=4, tendremos AC'=9+ 16=25; de lo cual 
se infiere que AC=V25=3. 


Del mismo modo podemos determinar la longitud 
de cualquiera de los dos lados del ángulo recto , cuando 
previamente conozcamos la de la hipotenusa, y la del 


otro lado restante; porque de la ecuacion AC =AB'+ 
BC se deducen estotras dos: AB =AC* > EN y BO” 


OE AB. Si, por ejemplo, fuere AC=13, y BC 
“= 12, tendremos; 
AZ 169— 144 = 255 de donde se infiere que 
ABS 
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Generalmente, AC =V E e BO AB=1/ (4080; 
BC=V/AC'- AB. E 

TEOREMA. 


76. Estando referidos á una medida comun los tres 
lados de un triángulo cualquiera, y expresados por. me= 
dio de los números que les corresponden; si desde el vér- 
tice de los ángulos se baja sobre su lado opuesto una per- 
Pendicular, la segunda potencia de uno de los lados que 
forman el ángulo es igual á la suma de las segundas po- 
tencias de los otros dos lados, menos dos veces el produc= 
to del lado sobre 'que' caiga la. perpendicular, mul- 
tiplicado por la distancia de la perpendicular al ángulo 
opuesto al lado que por primero hayamos escogido, en ca- 
so que este ángulo opuesto sea agudo; y mas dos veces el 
mismo producto, en caso que el mismo ángulo sea: obtuso; 
es decir, que en el primero, fig. 45 y 46, tendremos: Fig. 45 y 
AC'= A5' +BO”,— 2ABxBD, 46: 

y enel segundo, ig. 47, de Fig. 47. 
AC=AB'+ BC. +2ABxBD. 
Demostracion. Cuando hemos dividido con la per= 

pendicular CD, fig. 45, al triángulo ABC los “otros Fig. 45- 
dos ACB y BCD rectángulos en D, RAE Pp el pri- 


E joo —2 
mero AC =AD += , 


y en el segundo. CD =BC —BD.. A 
Sostituyendo pues esta exprugion del valor de CD en 


la del AC”, tendremos que AGABAD +BG —BD*, 
TOMO III. K 


Fig. 46. 


Fig. 47- 


74 ¿ELEMENTOS 
Ahora, viendo que AD=AB=BD, la expresion de 


-la segunda potencia ó del cuadrado AD' equivaldrá 4 
AB E BD -2 ABXBD *, Sostituyendo, pues, esta última 
expresion en la última del valor de AG”, nos resultará 
que | AC'=AB'+BD —2ABxBD=+B0'—BD'; 
la cual se reduce 4 la siguiente: 
“AC'=AB +BC —2ABxBD, 
En el caso que nos presenta la figura 46, y en el 


cual cae fuera del triángulo la perpendicular , consiste la 


diferencia en que AD=BD—AB, sin que por eso deje de 


ser la misma la expresion del valor de su cuadrado AD; 
la cual es: 

— —2 —2 

AD'=5D"+AB —2ABxBD, 
de modo que AD” tiene la misma expresion que en el da- 
so anterior. He ahí la primera parte del teorema. 

Mas cuando el lado AC, fig. 47, esté opuesto á un 
ángulo obtuso, debiendo necesariamente caer fuera del 
triángulo ABC la perpendicular , tendremos todavía en 
los dos triángulos ACD y BCD rectángulos en D, que 


AC' 4D +CD ; y, que CD =BC —BD'; 
de dondejse infiere que AC = AD +BC'—BD;; 


mas como tenemos que AD=AB=-BD, y de consiguien» 


* En esta proposicion) en que considero 4 las líneas como valua= 
das en números, he debido supgner que se tiene conocimiento del mo- 
do de componer la segunda pfencia de un número que sea la suma ó 
la diferencia de otros dos ¿Mayormente cuando no es dificil adquirir» 
lo por solo el propio raz lento, 
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te el cuadrado AD' equivale á ic 2AB <BD +BD; 
si sostituimos esta expresion en la que acabamos de deter- 
minar del valor de AC”, nos resultará estotra : 

AC = AB + 24BxBD=+ BD” +BC' —BD'; 
la cual se reduce á la siguiente: 

AC'=AB'+BG +2AB x BD; 
en donde se ve el segundo caso de nuestro teorema. 
N. B. Las partes AD y BD determinadas en el lado 
AB por la perpendicular CD, se llaman segmentos. 

77- Combinando con este teorema el inmediato an- 
terior, echaremos de ver; que cuando:conozcamos la lon= 
gitud de cada uno de los tres lados de un triángulo, po» 
dremos determinar si el ángulo opuesto 4 cualquiera de 
ellos es agudo, recto ú obtuso. Cón:efecto, en el pri- 


mer caso en que sabemos que MO LAB BO 2 AB 
BD, es bien claro que la segunda potencia del lado AG 
es menor que la suma de las de los otros dos lados AB 


y BC. 


En el segundo caso, en el cual el ángulo B es recto, 


tenemos que AC'=AB + BC ¿de modo que la segun» 
da potencia del lado. AC es exactamente igual á la suma 
de las de los otros dos lados. 


e . . —2 2 
Finalmente, en el tercer caso, en que AC =AB 


+BC' +2ABxBD > la segunda potencia del lado AC 
es mayor que la suma de los otros dos lados. 

Aplicando estas observaciones al triángulo cuyos la- 
dos tengan de longitud já expresada por los números $, 
7 y 8, cuyas segundas potencias son 25,49 y 64, Ven 


Fig. 48 y 
49- 


1 
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dremos en conocimiento de que el ángulo opuesto al 
mayor lado 8 es agudo, pues que su segunda potencia 64 
es menor que la suma 74 de las segundas potencias de los 
otros dos ladoso te) 0001000000000 

Bueno será tener presente que la especie del ángulo 
opuesto al mayor lado nos debe hacer conocer la del 


triángulo ($. 53,)- : 
RA De, los polígonos, 


78. Teal superficies planas terminadas por un con- 
LS cualquiera de líneas rectas , se llaman polígonos. 

¿El mas sencillo de todos es- el triángulo. Los polígo- 
nos. de cuatro lados se llaman ES lo. general cuadrilá= 
teros;' 

de de cinco, Pentágonoss 

los de seis, exágonos 5 

los de siete, eptágonos ; 

los de ocho, ¡octagonos 

los de nueve, enedgonos ; 

los de diez, ad 
Kc. 

No se continúa, por lo comun, esta nomenclatura 
mas arriba del polígono de diez lados, sino para llamar 
dodecágono al que tenga doce ládos, y pentedecágono “al 
que tenga quince, 

En las figuras 48 y 49 se nos presenta en ABCDEF 
un polígono de seis lados ó un exdgono. Teniendo todos 
los' ángulos de:la primera figura su abertura dirigida há- 
cia la parte interior del polígono,.se les da el nombre de 
ángulos salientes; y al angulo DEF dela figura 49,cu- 
ya abertura está mirando á la parte exterior del polígono, 
se le llama ángulo entrante. 
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Las rectas, que como la CA, la CF écc. que estan 
tiradas de un ángulo á otro del polígono, sin ser los ángu- 
los adyacentes 4 un mismo lado , se: llaman diagonales, 
79. Entre los cuadriláteros ó polígonoside cuatro la- 
dos se designa con particularidad el llamado paralelógra- 
mo, porque tiene á cada dos de sus lados paralelos en- 
tre sí AH os 
Del $. $4 se infiere: 1.* que cada una de las diago- Ea 
nales AC y BD divide al paralelógramo en dos triángu- 
los totalmente ¡iguales entre sí; - 
2.” Los lados opuestos AB y DC, AD y BC, son 
entre sí respectivamente iguales; 
3." Que recíprocamente, si los lados opuestos de 
una figura de cuatro lados fueren entre sí iguales, ó si 
dos lados opuestos fueren entre sí iguales y paralelos, la 
tal figura habrá de ser un paralelógramo. 


TEOREMA. 


So. - Las dos diagonales AC y BD de un parale- 
lógramo se cortan mutuamente en dos partes iguales. > 
Demostracion. Los triángulos AOD y BOC son to 777” 5 
talmente iguales entre sí ($. 18), porque lo son por su= e 2 
posicion los lados AD y BC, y lo son asimismo los ángu- 
los DAO y OCB, como alternos internos que son con res- 
pecto á la secante AC y 4 las paralelas AD y BC; y por 
último son, entre sí iguales los ángulos ADO y OBG, co- 
mo alternos internos que son con respecto á la secante 


BD. Luego AO=0C y DO =0B, 


TEOREMA. 


81. Juntando un ángulo cualquiera de un polígono 


Fig. 48. 


Lor 
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con todos los demas, quedará dividido el polígono entan- 
tos triángulos como lados tenga, menos dos. 
Demostracion. Esta proposicion se nos hace casi evi- 
dente con solo fijar nuestra atencion sobre la figura 48, 
en la cual se nos pone: de manifiesto que las diagonales 
CA, CF y CE, tiradas desde el ángulo C á los ángu- 
los A, F y E, dividen al polígono ABCDEF de seis 
lados en los cuatro triángulos ABC, ACF,FCE y ECD; 
siendo mas fácil echar de ver que habremos de observar 
un resultado semejante en todo polígono de cualquier nú- 
mero de lados, en haciéndonos cargo de que cada uno de 
los triángulos extremos ACB y-ECD, entre los cuales es= 
tan comprendidos todos los demas en que puede dividir- 
se el polígono propuesto, contienen dos de los lados del 
mismo polígono, mientras que cada uno de los otros tri- 
ángulos intermedios no contiene mas de uno solo, Habrá, 
pues, en los triángulos extremos cuatro lados del polígo- 
no; y el número de los intermedios deberá ser igual al de 
los lados del polígono menos cuatro. De lo cual se dedu- 
ce que el número total de triángulos es igual al de los 
lados del polígono, menos dos, segun manifiesta la pro- 
puesta. + 
+ 82. Corolario. Alo que acabamos de hacer ver es consi- 
guiente que la suma de todos los ángulos internos ABC, 
BCD ,CDE, DEF, EFA, FAB cc. de cualquier po- 
lígono equivale á tantas veces dos rectos como lados ten» 
ga, menos dos; porque la suma de los tales ángulos ¡n= 
ternos del polígono viene 4 ser la misma que la de los án- 
gulos de los triángulos; y ya se sabe que la suma de los 
ángulos de cada triángulo equivale á la de dos ángulos 
rectos, y que el polígono contiene tantos triángulos como 
lados tengan, menos dos. 
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En la figura 49 el ángulo entrante DEF es externo Fig. 49. 
y no interno, y haciendo partir las diagonales desde el 
vértice E del ángulo entrante se sostituye en lugar de 
este para determinar la suma de los ángulos internos, la 
de los ángulos DEC, CEB, BEA y AEF, que agrega- 
da al entrante DEF, equivale á la de cuatro ángulos 
rectos ($. 13). 


id TEOREMA, 


83. Si, como se ve en el primer polígono de la figu- 
ra 48, el cual no tiene nirgun ángulo entrante, se prolon= 
£an en un mismo sentido todos sus lados, la suma de los 
angulos externos formados por cada lado y por la prolon- 
gación del que se le halla contiguo, equivaldrá á cuatro 
rectos , cualquiera que sea el número de los lados del po- 
lígono. ¿ 

Demostracion. Cada uno de los ángulos externos, co- 
mo 4AB, agregado al interno que le es adyacente, equi- 
vale á la suma de dos ángulos rectos; y esto se halla re- 
petido en el contorno de: todo el polígono tantas veces 
como lados ó ángulos tenga. De consiguiente la suma de 
todcs los ángulos , tanto internos como externos, equival- 
drá á la suma de tantas veces dos ángulos rectos como la» 
dos tenga el polígono ; y rebajando de esta suma total la 
de los ángulos internos , que como ya se sabe, asciende á 
la de tantas veces dos ángulos como lados tenga el polí- 
gono , menos dos, resultará que la suma de los ángulos 
externos equivalga á la de dos veces dos ángulos rectos ó 
á cuatro ángulos rectos, 

84. Observacion, Dos polígonos serán iguales cuan» 
do se compongan de un mismo número de triángulos res= 
Pectivamente iguales colocados en una disposicion seme- 
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jante, Ó reunidos de un mismo modo; pues bien se ve 

que con estas condiciones dos polígonos, puesto el uno 

de ellos sobre el otro, se cubrirán y confundirán perfec- 

tamente. 3 
TEOREMÁA. 

85. Siempre que de un polígono conozcamos todos 
los lados , menos uno, y que al mismo tiempo conozcamos 
los ángulos comprendidos por los lados dados , está deter- 
minado el polígono , y se le puede construir fácilmente. 

Demostracion. Si del polígono ABCDEE conocemos 
los lados AB, BC, CD, DE, EF y los ángulos que es- 
tos lados forman, podremos. hacer sobre el nuevo lado 
A'B'= AB en su extremo B' el ángulo A'B'C'= ABC, 
y en seguida tomar B/C/=BC; hacer en el extremo C” 
del lado B'C' el ángulo B'C'D'= BCD; tomar despues 
C'D=CD); hacer en el extremo D' del lado C'D/ el án- 
gulo C'D'E!=CDE, y á continuacion tomar D'E” = 
DE; construir en el extremo E/ el ángulo D'E'F"=DEF, 
y tomar por último E'F'= EF: Habiendo llegado por es- 
te medio al punto F', no nos queda sino un solo modo de 
juntarlo con el punto A”, para cerrar y concluir el polí- 
gono A'B'C'D/E'F”. 

Bien visible es que este nuevo polígono será igual en 
todas sus partes al polígono anterior ABCDEF, porque si 
se coloca aquel sobre este; poniendo el lado A'B' sobre su 
igual AB, el lado B/C' caerá asimismo sobre su igual BC; 
y continuando del mismo modo de uno en otro, echare- 
mos de ver que los puntos AB'C/D'E'F' habrán de caer 
respectivamente sobre los puntos A, B, C, D, E, Fs; de 
lo cual se sigue que los dos polígonos se ajustan y con- 
funden perfectamente. 
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86.  Obserwacion. Hay otrosmúchos medios de aye. 
riguar la total igualdad ide: dos polígonos; mas nosotros 
nos hemos limitado*4' dar en el 'antériór un ejemplo de 
esta igualdad con el fin de: hacer ver que un polígono de 
cualquier número N de lados, y que de consiguiente tie» 
ne el mismo número N de ángulos , está determinado con 
solo que conozcamos de las :2N cosas que concurren á su 
formacion, un número de ellas representado: por la. expre- 
sion:2N'= 3. Aqui se notará, como ke débe haber: notado 
en los diferentes: casos de la total igualdad de los triángu- 
los, que los N ángulos no han de contarse sino por N= rx 
datos, pues que la: suma de todos los ángulos esáína can= 
tidad que en todos casos puede mirarse como dada ($. 82). 
87. Se llaman polígonos semejantes aquellos cuyos 
ángulos son respectivamente iguales los del uno 4 los del 


otro, y cuyos lados homólogos ó colocados en la misma 
disposicion son proporcionales. 


TEOREMA, 


*88. Dos polígonos compuestos de un mismo número 
de triángulos respectivamente semejantes, y semejanté- 
mente dispuestos ; tienen respectivamente iguales los án- 
gulos del uno á los: del otro, y. proporcionales los lados 
homólogos y de consiguiente son entre sí semejantes, 

Demostracion. Sean BAEDC y baedc, fig. 51, los Fig. $1. 
dos polígonos propuestos; y pues que los triángulos ABC 
y abc son semejantes, habrán de tener sus ángulos respec- 
tivamente iguales y de consiguiente B=b3 BAC= bac; 
por la misma razon en los triángulos semejantes ACE y 
ace tenemos la igualdad respectiva de los ángulos; es de- 
cir, que 

TOMO 111, L 
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CAE =caes CEA=cea 5 

4 lo cual es consiguiente,qie- el ángulo BAE, formado 
por la rennion de los dos ángulos BAC y CAE en el pri- 
mer polígono, sea igual al ángulo bae formado de la re- 
union de los otros dos hac y cae en el segundo. Del mis- 
mo modo se hará ver la igualdad AED y aed y la de EDC 
y edos y por lo que respecta á los últimos ángulos BCD 
y bed, bien claro senos muestra que son entre sí iguales, 
por estar formado el primero por la reunion de los tres 
BCA, ACE y ECD, al mismo tiempo que el segundo 
se nos presenta formado por el conjunto de los otros tres 
ángulos bea, ace y ecd, los cuales como ángulos homólo= 
gos de triángulos semejantes, habrán de ser iguales á los 
tres primeros. 

Desenvolviendo las proporciones que resultan de la 
semejanza de los triángulos ABC y abc, de ACE y ace, 
de ECD y ecd, tendremos: 

BC: bo :: AB:ab:: AC: ac; 
AG :ac:ivAEzac:: CE: ces 
CE ; ce :: ED:cd':: CD::cd, 

Siendo la primera razon de cada serie la misma que 
la última de la serie inmediata anterior, deben ser entre 
sí iguales todas las razones que se nos ofrecen en todas las 
series. No tomando, pues, de ellas mas que los que con- 
tengan los lados homólogos de los dos polígonos, nos re- 
sultará: 

BO: be 1: AB: ab: AE 0 de: ED: ed :: CD: cd; 
lo cual nos manifiesta que los lados homólogos de los dos 
polígonos son entre sí proporcionales. 


TEOREMA, 


89. Dos polígonos semejantes se dividen en igual 
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número de triángulos respectivamente semejantes, y semez 
Jantemente dispuestos. 

Demostracion. Siendo por suposicion los ángulos de 
uno de los polígonos respectivamente iguales 4 los del 
otro, y siendo al mismo tiempo los lados del primero pro- 
porcionales 4 Jos homólogos del segundo, tendremos des- 
de luego que el ángulo B es igual 5, y que BC: be :: 
AB: ab; de lo cual se sigue que los dos triángulos ABC 
y abc sean semejantes ($. 66); y que por tanto los ángu= 
los BAC y bac sean entre sí iguales. ¡Si de los ángulos 
BAE, bae, que como propios de los polígonos se suponen 
entre sí iguales, se quitan los ángulos BAC y bar, los re- 
siduos CAE y cae deberán ser entre'sí iguales. Por otra 
parte , dándonos los triángulos semejantes 'ÁBC> y abo, 
esta proporcion AB : ab:: AC: ac; y los polígonos esto- 
tra AB: ab :: AE: ae, tendremos por resultado de ellas 4 
la siguiente AC 40 +: AE: ae; de lo cual se sigue que 
los triángulos CAE y cae'son entre: sí semejantes (4.66). 
Del mismo modo se“prede hacerver la semejanza que 
tienen los triángulos de un polígono con los del otro, 
cualquiera que sea el número de estos triángulos. 


PROBLEMA. 


1 
Í 


90. Construir sobre una recta dada un polígono: se- 
mejante d otro dado. 10 pde ose ' 
Solucion. Sean be y BAEDC la recta y el polígono 
dados; hágase sobre bc por uno de los métodos prescritos 
£S- 68) un triángulo abc semejante al ABC,:por cuyo 
medio determinaremos el punto 4; y para determinar el 
punto ¿se construirá del mismo: modo sobre la recta ac 
un triángulo cae semejante al CAE, y asi de los demas. 
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De este modo habremos conseguido que el polígono abcde 
sea semejante al ABCDE, pues que estan formados de 
un mismo húmero de triángulos respectivamente semejan- 
tes, y semejantemente dispuestos. 

Si se colocase el lado he sobre el BC desde C hasta 
d', bastaria tirar por el punto 2' la recta Da”, paralela 4 
la BA; tirar en seguida por el punto a/ la recta a/e” para- 
lela á la AE éxc. , 4 fin de construir los triángulos Ca 4 
aCe! éic., respectivamente semejantes á los triángulos 
BCA, ACE 8c.; por cuyo medio quedará construido 
sobre el lado dado el polígono L'a'ed/C, semejante al po- 
lígono BAEDC. 

91.) Observacion. Hasta:aqui hemos tirado desde un 
mismo ángulo del polígono las diagonales que se termi- 
nan en todos los demas; pero los polígonos pueden ser 
divididos en triángulos de otros muchos modos, y. las pro- 
posiciones anteriores se entienden con igualdad 4 estos ca- 
sos, entre los cuales suele ocurrir uno , que:es muy con- 
veniente conocers!es justamente: el en que se juntan todos 
los ángulos del polígono con los puntos extremos.de uno 
de sus lados, Este caso senos ofrece representado:en la fi- 

Fig. $2. gura $2, en la cual por medio de diagonales se han jun- 
tado los puntos C, D, E.con:los dos A y B. 

1.* Es bien'claro que la posicion de los tres prime- 
ros puntos está determinada con respecto 4.la' recta AB, 
luego que esten dados los triángulos ABC , ABD y. ABE; 
y de este modo se evidencia que para determinar un po- 
lígono , basta un número de triángulos que tenga dos uni- 
dades menos que el de los ángulos ó: los lados del polí-, 
gono. Se ve asimismo que si designamos por-N este últi. 
mo número), la determinacion de la figura dependerá de 
las 2(N—=2.) diagonales tiradas de cada uno de los án- 
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gulos de la base, y de la magnitud de la misma base, lo 
cual hace subir 4 2N'=3 4 todo el número de datos 
($. 86). 

2.2 Sin grande- dificultad se puede demostrar, casi 
del mismo modo que en los $$. 88 y 89, que si los tri- 
ángulos ABC y abc, ABD y abd, ABE y abe fueren 
respectivamente semejantes, lo serán tambien los polígo- 
nos ABCDE y abcde, y que mutuamente si los polígo- 
nos lo son, lo serán los triángulos de consiguiente *. 


TEOREMA. 


92. Si en dos polígonos semejantes se tiran dos rec- 
tas , semejantemente colocadas en cada unó de ellos; es de- 
cir, que pasen Por puntos semejantemente colocados sobre 
lados homólogos, y que Jormen con estos lados ángulos en- 
tre sí iguales, ó que en cada polígono corten en partes 
proporcionales dos lados homólogos, deberán ser proporcio- 
nales las tales rectas á los lados homólogos de los polí- 
gOnos. 


Demostracion. Sean las rectas GF y £f, tiradas de 
los puntos G y g; y sabiéndose que BG : he:: AB: ab, 


* > Todo el arte de levantar Jos planos está en suma reducido 4 


construir en el papel polígonos semejántes 4 los que se hallan formados 
sobre el terreno por los puntos cuyas situaciones respectivas queremos 
conocer, Bien claro se ve Que por último analisis debe reducirse 4 ima- 
ginarnos que estos puntos se hallan enlazados unos con otros por me- 
dio de triángulos, y á medir en estos triángulos un número suficien- 
te de ángulos ó de lados, que nos habiliten 4 construir otros semejan- 
tes enel papel, con arreglo á lo prescrito ($68). He ahí cuanto se 
puede decir acerca de este objeto, sin entrar en el pormenor de los 
instrumentos propósito para medir los ángulos; descripcion que en 
los tratados generales se: halla fuera de su Jugar, es casi ininteligible 4 
los que no hayan visto los tales instrumentos, y superflua 4 los que 
tengan conocimiento de ellos, 
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supongamos que igualmente se sepa que son j iguales los án- 
gulos FGB y fgb5 en tal caso los triángulos BGC y bgc 
han de ser entre sí semejantes á causa de ser iguales los 
ángulos B y b, y proporcionales los lados BG y bg 4 BC y 
á bc, pues que los unos y los otros lo son 4 AB y 4 ab. 
Tenemos, pues: 

GC: gc:: BG :bg,6:: AB; ab; 
y ademas BOG=brg; CGB=cgb, 

De lo cual se infiere que GCE 6 BCF=BCG es 
igual á gof 6 4 hef—begs y por ser FEGB=fgb, nos 
resultará CGF ó FGB—CGB igual á cgf ó á fgb—cgb. 
Serán, pues, entre sí semejantes los triángulos FCG y 
Fig , y nos darán: 

FG :fg ::FC: fe:: GC: gc, ó1: AB: ab; 
pues que ya antes sabemos que GC : gc :: AB: ab. 

Si en lugar de hacer iguales los ángulos FGB y feb 
se hubiesen tomado los puntos E y f de modo que BG : 
bg :: EG : fe, serian en tal caso semejantes los triángulos 
FCG y fig, por tener, como tienen, un ángulo igual 
comprendido por lados proporcionales. Las consecuencias 
serán las mismas que antes, y se demostrará en este caso 


la igualdad de los ángulos EGB y fgb. 
TEOREMA, 


93. Los contornos ó perímetros de dos polígonos se= 
mejantes son entre sí como los lados homólogos de los mis» 
mos polígonos. 

Demostracion, Los polígonos semejantes ABCDE y 
abcde nos dan esta serie de razones iguales: 
AB: ab :: BO:: bc:: CD: cd::DE: des: AE: ac; 
de donde se infiere que 
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AB+BC=wCD+DE+AE: ab+bc+ d+ deréa :: 
AB: ab; 
es decir, que el contorno ó perímetro ABCDE esal con- 
torno ó perímetro abcde como el lado AB es á su homós 
logo ab, > 

De la línea recta y del círculo. 

94. Ya hemos visto ($. 28) que desde un mismo 
punto no podian tirarse á una recta otras tres rectas entre 
sí iguales; de lo cual se infiere con evidencia que una 
recta no puede cortar á una circunferencia de círculo en 
mas que en dos puntos. 

Toda recta que corte á la circunferencia de un cír= 
culo, y esté prolongada fuera de él, se llama su secan- 
te. La recta EF, fig. $3, es una secante del círculo Fig. $3. 
AHBCG. La parte CD de esta recta, comprendida den= 
tro del círculo, se llama cuerda del arco ó de circunferen- 
cia, cuyos extremos junta. 

95. Se dice de general acuerdo que la cuerda 
CD, que reune los extremos de un arco CGD de 
la circunferencia del círculo, subtende al mismo arco; 
mas es necesario no perder de vista que la misma recta 
es al mismo tiempo cuerda del otro arco CHD, que agre- 
gado al GCD, componen entre los dos la circunferencia 
entera. De consiguiente, siempre que el primer arco sea 
menor que la semicircunferencia, el segundo habrá nece- 
sariamente de ser mayor que ella, 

96. Cuando una cuerda pase por el centro del cír= 
culo, se:la da el nombre de diámetro; La: recta AB, que 
pasa por el Centro O, es un diámetro. 

Todos los diámetros de -un-mismo círculo:son entre 
sí iguales, pues que cada uno de ellos equivale á dos ra= 


88 ELEMENTOS 
dios puestos en línea recta; y ya-se sabe ¿que tados: los 
radios son entre sí iguales. 

Bien visible es que cualquier diámetro «es la. mayor 
de todas lus rectas que pueden. tirarse dentro de-la:cir= 
cunferencia del círculo, pues cualquiera otra cuerda CD 
es menor ($. 19) que la suma de los dos radios OC. y 
OD dirigidos á los extremos Cy D. 

97. El diámetro 'AB divide :4 la circunferencia y al 
círculo en dos partes iguales, porque si á lo largo dela 
recta AB se dobla toda la figura del círculo una de sus 
partes , la AGB se habrá de confundir con la restante AHB, 
debiendo coincidir con la mayor exactitud las dos partes 
de circunferencia, pues de lo contrario no estarian equi- 
distantes del centro O todos los puntos de la circunferencia, 

El mismo razonamiento hace tambien yer que dos 
círculos descritos con un mismo radio, ó con dos radios 
iguales, son entre sí totalmente iguales , porque si coloca- 
mos el centro del uno exactamente sobre el del otro, sien- 
do como se supone, iguales entre sí los radios de los dos 
círculos , las circunferencias habrán necesariamente de ajus- 
tarse y confundirse una con otra. 


TEOREMA, 


98. Siempre que apliquemos un arco de círculo sobre 
algun otro del mismo círculo, Ó de otro descrito con el mis- 
mo ó con igual radio, de mado que cualquiera dos puntos 
del arco aplicado caigan sobre el otro, y estando las. dos 
convexidades dirigidas hácia un mismo lado, el arco apli- 
cado se confundirá en toda su extensión con el otro. 

Demostracion, Con efecto, si aplicamos el arco A/C”, 

Fig. $4. fig. 54, al arco AE, colocando el punto A” exactamente 
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sobre el A, y suponemos que caiga justamente, en Cel 
punto C% y á consecuencia la cuerda: A/C” embrirá con 
la mayor exactitud á AC; y como los radios OA! y O'C' 
son iguales á los radios OA y OC, el centro O” debe ha- 
ber caido sobre el O ($20), y de consiguiente todos los 
puntos del arco A'C/ deben caer sobre los del arco AC, 
porque los primeros distan tanto de su centro O' como los 
segundos distan del suyo O; por lo cual es claro que. el 
arco A/C! se confundirá con el AC *. > 

99.  Corolario. De esto se sigue que en un mismo 
círculo ó en dos distintos círculos. descritos con uno mis- 
mo ó con dos radios iguales, los arcos; cuyas cuerdas sean 
iguales, siendo ellos de una misma especie, es decir, ó 
ambos menores Ó ambos mayores que: la semicircunferen- 
cia , deben ser entre sí iguales. Con efecto, cuando las 
cuerdas esten colocadas una sobre otra, como en el caso 
precedente, los arcos se cubren y "confunden exacta» 
mente. , 

Es igualmente verdadera la Proposicion recíproca ; 4 
saber, siempre que en un mismo círculo 6 en dos descri- 
tos con radios iguales fueren entre sí iguales dos arcos, 
sus cuerdas serán asimismo iguales; porque poniendo 4 los 
arcos uno sobre otro y ajustándose exactamente, las ex- 
tremidades del primero se confundén con Jas del segundo. 
Asi que, colocado: que sea sobre el árco AC el A'C! de 
modo que el punto A/ se halle sobre el punto A y el C/ 


%* La propiedad de la circunferencia del círculo que acabamos de 
demostrar, es tanto mas notable, cuanto que solo pertenece 4 esta cur- 
va y 4 la línea recta, Y que nos manifiesta con la mayor evidencia Ja 
semejanza de todas lag partes de la circunferencia del círculo, ó la uni- 
formidad de su curvatura. Esta ha sido la razon que me ha movido á pre 
sentar el teorema bajo otra Propuesta diferente de la que por lo co- 
mun tiene en la mayor parte de los libros elementales. , 


TOMO III, M 
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10 E, 
sobre el G, las rectas A'C” y AC. se cubrirán exactamen- 
te, y por tanto serán entre sí iguales, 


TEOREMA. 


100. Enun mismo círculo 6 en círculos iguales , el 
mayor arco tiene la mayor cuerda, y al contrario, con tal 
que los arcos comparados sean menores que la semicir= 
¿unferencia. 

Demostracion. 1.2 Siendo mayor que el arco AC el 
AE, será por consiguiente el ángulo AOE mayor que el 
ángulo AOC, y ($. 19) el lado AE del triángulo AOE 
será mayor que el lado AC del triángulo AOC, puesto 
que los dos triangulos AOE y AOC tienen entre sí igua- 
les los lados AO y OE del uno á los AO y OC del otro. 

2. Siendo mayor que la cuerda AC la AE, el ángu- 
lo AOE será mayor que el AOC, y de consiguiente el 
arco AE será mayor que el AC, 


PROBLEMA. 


lot. Dados que sean dos arcos de un mismo círcu» 
lo ó de dos círculos iguales, determinar la razon de sus 
longitudes. 

Solucion, La cuestion propuesta se resolveria del mis- 
mo modo que la del $. 5, si pudieran aplicarse uno so- 
bre otro los arcos de círculo, como se aplican una sobre 
otra dos líneas rectas; pero no pudiendo verificarse en la 
práctica semejante superposicion, se suple su uso sirvién- 
donos de las cuerdas, que siendo iguales, corresponden 
necesariamente A arcos iguales. La cuerda del arco CD, 
por ejemplo, fig. 5, podrá aplicarse dos veces sobre el 
arco AB desde A hasta E; y determinado por este medio el 
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arco AE, resultará compuesto de las dos partes Ad y 
dE, iguales cada una de ellas: á CD. Tendremos que 
AB= 2CD + EB. 

Tómese ahora la cuerda dela última parte EB sy 
aplíquesela sobre el arco CD desde C hasta F; lo cual 
puede en este caso efectuarse una sola vez, resultando por 
exceso el arco ED; de donde se sigue: que 

CD=EB=+ED: 
por último, pudiendo la.cuerda del segundo exceso ED 
aplicarse cuatro veces exactamente sobre el primero EB, 
nos resultará que : : 
EB = 4FD. : 

De este último valor, volviendo 4:súbir 4 la deter= 

minacion de los arcos anteriores , hallaremos que 

EB = 4FD; CD= SED; AB=14FD; 
y estando contenido 1.4 veces en el arco AB, y $ veces 
en el CD el arco ED ,que:es la medida comun de aque- 
llos otros dos , podremos: estar ciertos que los dos arcos pro= 
puestos tienen entre sí la-misma razon que los dos-núme- 
10S 14 y $. 

Aqui se termina la operacion del mismo 'modo que 
cuando tratándose de língas rectas se nos presenta. un re- 
siduo, al cual contenga el precedente un número exacto 
de: veces; ó¡que;es tal, que el residuo siguiente:se esca- 
pe de los sentidos por sy pequeñez, 

"102. : -Observacion.:Si mos imaginamos que:una-recta 
AB, fig. 56, que corta la circunferencia de un círculo 
en dos puntos Á y B,.gire al rededor de uno: de ellos, 
de A por ejemplo, y que dirigiéndose:á: salir del círcu- 
lo tome posiciones semejantes á la AB”, veremos que los 
dos puntos de interseccion de la recta y de la circunferen- 
cia del círculo, se van aproximando sin cesar, ¿hasta le- 


Fig. 56. 
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gará la posicion AG, en la cual reunidos los puntos de 
interseccion en uño solo, no tiene la recta mas punto co- 
mun con la circunferencia del círculo, ó no hace mas que 
tocarle; En tal posicion:la recta AG se llama tangente al 
círculo, ) 

TEOREMA: 

103. La perpendicular levantada en un punto de la 
circunferencia de unirculo-sobre el radio que pase por el 
mismo punto, es tangente al círculo ; Y recíprocamente la 
tangente en un punto cualquiera dela circunferencia, es 
Perpendieular en la extremidad del radio: que pasa por 
aquel punto, 

Fig. $7. + Demostracion: Siendo'la línea AB fig. $7, perpen- 
dicular al radio AO en el punto A, todos sus demas pun- 
tos han:de estar mas distantes que este mismo punto A del 
centro O del círculo, porque todas: las rectas que como 
la OB y la: OC estan tiradas desde; el centro 4 la recta AB 
en.una ús otra banda de la AO':son obliénas, y de consi- 
guiente mas largas que la: misma AO ($.28.). Estan, 
pues, fuera del círculo los puntos C y B; y no teniendo 
la recta AB mas que el ímico punto A, comun juntamen- 
te-á la circunferencia del círculo, debe necesariamente ser 
su tangente: ¿07 

Con: igual: facilidad: se puede 'ver:que: la tangente 
al círculo en el punto A no puede ser. otra que ¿la recta 
AB perpendicular al radio AO ensuextremo'A; porque 
no teniendo la AB-mas punto comun con la circunferencia 
del círculo:que el puntoA del contacto; y estando todos 
sus otros puntos::mas distantes que «el, A: del centro; es 
consiguiente que; el radio 'AO'es la línea mas corta que 
puede tirarse desde el centro 4 la tangente, .y que por 
tanto es perpendicular 4 la>misma: tangente. 
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104. Corolario. De esto se sigue que con solo le- 
yantar la perpendicular AB en la extremidad A del radio 
AO dirigido al punto dado A de la circunferencia del cír= 
culo, tendremos la tangente al círculo en el punto A. 


TEOREMA, 


Al 105. Toda recta CD, fig. g8, perpendicular á una Fig. 58. 
cuerda AB en su punto medio, pasa «por el centro O del 
ya círculo, y por el punto medio del arco subtendido por la 
cuerda. ; 
Demostracion. Siendo por suposicion la recta CD 
perpendicular á la AB en el punto de enmedio, deberá 
necesariamente pasar por todos los puntos igualmente dis= 
tantes de A y de B; y el centro O es uno de ellos, por 
estar 4 igual distancia de los extremos A y B, que se ha- 
lan en la circunferencia ACB. Y pues que el punto C, 
en que la perpendicular CD encuentra á la circunferen- 
cia, se halla á igual distancia de los extremos A y B del 
arco ACB, las cuerdas AC y BC han de ser necesaria- 
mente ¡iguales entre sí, y del mismo modo deberán serlo 
los arcos sotendidos por estas cuerdas ($. 99)-Será, pues, 
el punto C el de la mitad del arco ACB; y de consi- 
guiente la recta CD habrá de pasar por el centro O, y 
por el punto de-enmedio del arco sotendido por la cuer- 
da AB. 

106. 1.* Corolario, 1.> Pues que para determinar? 
la posicion de una recta no se necesitan mas de dos pun- 
tos ($. 3)5 y hallándose necesariamerfte: en uná misiná rec- 
ta el punto de enmedio de una cuerda, el centro del cír- 
culo, y el punto de enmedio del arco sotendido por la 
cuerda, es consiguiente que apenas sepamos que una rec=? 
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ta dada pasa. por dos de los tres mencionados puntos, haya- 
mos de inferir que debe necesariamente pasar por el 
tercero, - s 

2.” Como desde un punto dado no puede bajarse so- 
bre una recta mas de nna sola perpendicular ($. 32), se 
infiere tambien de lo dicho que toda perpendicular baja- 
da sobre la cuerda desde el centro ó desde el punto de 
enmedio del arco , habrá de cortar á la cuerda en dos par- 
tes iguales, 3 ; 

107. 2." Corolario. Se deduce asimismo del teore- 
ma precedente que para dividir en dos partes iguales nn 
arco cualquiera, basta levantar una perpendicular 4 la 
cuerda que sotienda á este arco en su punto de enmedio, 
Pues que esta perpendicular. debe «pasar por el punto de 
enmedio del arco que se nos haya Propuesto. 


TEOREMA, 


108. Los arcos de un mismo círculo, interceptados 
entre dos cuerdas entre sí paralelas, ó entre una tangen- 
te y una cuerda que le sea paralela, son entre sí iguales, 

Demostracion. Si las cuerdas BC y DE y la tangen- 
te EG. son entre sí paralelas, y juntamos el centro O con 
el punto. A del contacto con el auxilio del- radio AO; 
siendo, como es, perpendicular este radio á la tangente 
FG (8. 103), lo habrá tambien de ser á las dos cuerdas 
paralelas BC y DE ($..42), y dividirá en dos partes 
iguales los arcos BAC y DAE. De consiguiente si de los 
arcos AB y. AC, iguales por ser mitades del arco BAC, 
se quitan los otros dos AD y AE, iguales tambien entre 
sí por ser mitades del arco DAE, deberán asimismo re- 
sultar entre sí iguales los residuos BD y EC: lo cual es 
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la primera parte de la propuesta del teorema; y la igual- 
dad de los arcos AB y AC hace yer la segunda. 


TEOREMA. 


109. Si haciendo centros en los vértices O y O! de 
dos ángulos AOC y A'O'C”, fig. 60, se describen con un 
mismo radio dos arcos de círculo, la razon de los dos án- 
gulos será la misma que la de los arcos comprendidos en- 
tre los lados de cada ángulo. 

Demostracion. Si los arcos AC y A'C' tuvieren por 
medida comun al AB=A'B, aplicando esta medida co- 
mun á cada uno de ellos tantas veces como se halle en 
él contenida, resultarán entrambos divididos en partes en- 
tre sí iguales; y si por medio de rectas semejantes 4 las 
OB y 0'B' se juntan los diferentes puntos de la division 
del arco con el vértice del ángulo correspondiente, re- 
sultarán divididos los ángulos AOC y A/OC' en tantas 
partes iguales cuantas sean las contenidas en los arcos AC 
y AC”. 

Con efecto, siendo entre sí iguales las cuerdas AB y 
A'B/, deben ser totalmente iguales los triángulos AOB y 
A'O'B”, como que tienen los tres lados del uno respecti= 
vamente iguales á los tres del otro ($. 20), ademas de 
que las rectas OA, OB, 0/A”, O'B' son entre sí iguales 
como radios que son de dos círculos iguales : es pues el 
ángulo AOB igual al A/O/B/. Bajo esta supósicion, com= 
prendiendo cada uno de los dos ángulos ACC y A'O/C' 
tantos otros iguales al AOB, cuantas partes iguales á la 
AB esten contenidas en los arcos AC y AC), se infiere 
con evidencia que los dos ángulos propuestos habrán de 
tener entre sí la misma razon que los arcos descritos con 


Fig. 60. 


Fig. 61. 
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un mismo radio desde sus vértices como centros, y com= 
prendidos por sus respectivos dos lados, teniendo al mis- 
mo tiempo por su medida comun al ángulo AOB. 

El anterior razonamiento requiere que los dos arcos 
AC y A'C? sean entre sí comensurables; pero aun cuando 
fuesen incomensurables , no dejaria por eso de verificarse 
la proporcion ; porque es imposible suponer que los dos 
ángulos AOC y NnO'C! gión, tengan una razon ma- 
yor ó menor que la que entre sí tienen los respectivos dos 
arcos AC y AC”, 

Si, por ejemplo, en vez de tener esta Proporcion : 

AOC: ALO'C' :: AC: A'C'; 
tuvieramos la siguiente: 

AOC : AO/C!:: AC: Ad; 
enla cual Ad es mayor que A/C”, y si supusiésemos dividi- 
do al arco AC en cierto número de partes iguales bastan- 
te pequeñas, para que aplicadas al arco A'C' caiga entre 
los puntos C! y d uno de los puntos de division £, Nos 
resultaria entre los ángulos AOC y A/O/2, y los arcos AC 
y Ale, respectivamente comensurables , esta proporcion: 

AOC': ALO'e :: AC: A“, 
cuyos antecedentes son los mismos que los de la anterior, 
y de consiguiente de la combinacion de las dos nos re- 
sultará la proporcion que sigue: 
f NO'C': AO: Ad: Ale; 

resultado absurdo, pues que siendo A'O/C' <A'O%, se 
hos presentan como entre sí iguales las dos razones de 
AO'C : A'O'e y la de A/d:Ale, en la cual A'd> A%s. 

Si tomásemos el arco A'd' menor que el A/C”, ten- 
dríamos que 

AOC:AO'C':: AC: xd; 


y porlo tocante al punto de division ¿”, tenemos que 


A EA A. 
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AOC:A/0'éP 3: AC: Ale 
yde la combinacion de ambas proporciones se deduce es- 
totra: 
NOC A Oe 0: Ad: Ave; 
la cual tambien es absurda, pues que siendo A/O'C! > 
NO/e! es NA <A! ó 
La proposicion recíproca á la que acabamos de de- 
Mostrar no necesita de demostracion particular ; porque 
mal podría ser la rázon de los arcos la misma que la de 
los ángulos, sin que esta segunda sea constantemente la 
misma que la primera +, 
110. -1.? Corolario. Siendo la razon de los arcos AC 
y A'C' la misma que la de los ángulos AOC y A/O'C*, 
se infiere que los arcos de círculo deben ser la medida na- 
tural de los ángulos; y á consecuencia de estas nociones, 
se dice generalmente que la medida de todo ángulo es el 
arco de la circunferencia de círculo, que esté comprendido 
entre sus dos lados, y descrito desde su vértice como céntro. 
Al principio nos parece oscura esta definicion porque 
miramos como imposible que haya cantidad alguna cuya 
medida no sea otra cantidad de la misma especie; y sien- 
do línea todo arco de círculo, y superficie todo ángulo 


* Yo me creo en la obligacion de hacer notar que esta proposicion 
que en los clementos adoptados en Francia antes del año de 1704, Ca- 
si se contentaban-con solo enunciarla, ha sido demostrada casi del 
mismo modo que lo acabamos de ejecutar desde el año de 1760 en los 
elementos de Karsten, Y acaso tambien lo estaba en obras mas anti- 
guas. Por otra parte el medio de efectuar la demostracion se nos ofte- 
ce por sí mismo en una forma de razonamiento, de que se ha servido 
Euclides en una transicion semejante de lo comensurable 4 lo incomen- 
surable; y como ya en otra parte lo he dicho (Ensayo sobre la en- 
señanza),cuando nos reducimos á las proposiciones verdaderamente 
necesarias en unos Elementos de geometría, nos resta todavía que ave- 
riguar la colocación en que mejor se enlazan unas con otras, y las ha- 
ga mas evidentes y mas fáciles de retener, 
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"Fig. 62. 
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($. 7) se nos ofrece alguna dificultad en admitir por me- 
dida de una cantidad otra. de tan diferente naturaleza. 
Mas es necesario tener presente que cuando se ha defini- 
do la medida de un ángulo se ha subtendido el arco to= 
mado por unidad, y el ángulo correspondiente á este arco; 
de modo que la definicion que acabamos de dar, viene á 
decirnos lo que sigue: todo ángulo contiene á otro cierto 
ángulo, arbitrariamente escogido para que sirva de unidad 
ó de término de comparacion, tantas veces como el arco de 
círculo, comprendido entre sus lados y descrito desde su 
vértice como centro, contenga á otro arco de un círculo 
¿gual, comprendido entre los lados de este segundo ángulo, 
y descrito desde su vértice como centro, 

Por este medio seve que solo nos valemos de arcos de 
círculo para medir la magnitud de los ángulos, porque 
nos sirven de términos de comparacion; Y que para de- 
terminar la razon numérica de dos ángulos cualesquiera, 
es indispensable buscar con arreglo al método prescrito 
($. 101) la razon que entre sí tengan dos arcos de círcn- 
lo descritos desde sus vértices como centros con un radio de 
magnitud arbitraria, pero de la misma para entrambos. 

El ángulo que nos parece mas adecuado para servir 
de unidad es el ángulo recto; del cual sabemos con la 
mayor evidencia que comprende entre sus lados la cuarta 
parte de la circunferencia de un círculo; pues si desde el 
punto O como centro, fig. 62, se describe una circunfe. 
rencia de círculo, la recta AB subtenderá la mitad de ella 
(S- 97); y siendo entre sí iguales los dos ángulos rectos 
COB y COA, comprenderá cada uno de estos entre sus 
lados la mitad de la mitad ($. preced.), 6 lo que es lo mis- 
mo la cuarta parte de la circunferencia entera. Sabre= 
Mos, pues, la medida de un ángulo cuando comparemos 
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el arco descrito desde su vértice como centro, y compren- 
dido entre sus lados, con el del mismo círculo que esté 
interceptado por el ángulo recto que tenga su vértice en 
el centro, 

111. 2. Corolarío. Tambien se infiere del teorema 
precedente que las rectas que dividan en muchas partes 
iguales un arco cualquiera, dividen al mismo tiempo en 
igual número de partes iguales el ángulo' medido por 
aquel arco, y que de consiguiente la' division de cualquier 
ángulo se reduce á la division «del arco que le sirva de 
medida. Por desgracia, la geometría elemental no nos su- 
ministra mas medios de efectuar estas divisiones, que el 
de dividir en dos partes iguales nn arco. 

Este medio consiste ($. 1 07) en levantar una perpen- 
dicular CO, fig. $8, 4 la cuerda AB en su punto de en- 
medio; y la perpendicular dividirá 4 un mismo tiempo el 
ángulo AOB en dos partes iguales. Por otro camino po- 
dríamos convencernos d priori de la igualdad de los: 4n- 
gulos AOD y BOD por medio de las de los triángulos 
del mismo nombre, 

Por el mismo medio: se podrá dividir de nuevo en dos 
partes iguales cada mitad del arco ACB ó del ángulo AOB, 
y llevar adelante la division siguiendo la 'serie de los nú- 
meros 2,4,8,16,32, 64 Éc.3 pero no será imposi- 
ble dividir al arco ni al ángulo en 3 Ó en 5 Kc. partes 
iguales. 

TEOREMA, 


112. Todo ángulo, cuyo vértice esté situado en la 
circunferencia de un círculo, tiene por medida la mitad 
del arco que sus lados comprenden, 

Demostracion. 1. Supongamos que el ángulo pro- 


Fig. $8. 


Fig. 63. 
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puesto sea el BAC, uno de cuyos lados AC pasa por el 
centro O del círculo, fig. 63. Si por el mismo centro ti- 
ramos el diámetro DE paralelo al lado AB, resultará for- 
mado en O el ángulo DOC, que como correspondiente 
del propuesto BAG con respecto 4 la secante AC, debe 
serle igual. De modo que el arco DC seria la verdadera 
medida del ángulo BAC si su vértice A se trasladase al 
centro O. Ahora bien, el arco DC es desde luego igual 
al AE, por ser este la medida del ángulo AOE, opuesto 
en el vértice 4 DOC, y que de consiguiente debe serle 
igual. Por otra parte, siendo entre sí iguales los dos ar- 
cos AE y BD, como comprendidos que estan entre dos 
cuerdas paralelas ($. 108), se ve coñ la mayor claridad 
que el arco DC es tambien igual al BD, y que de con- 
siguiente el arco BC, compuesto de la agregacion de los 
dos BD y DC, es doble de cada uno de ellos, y por 
tanto doble de la medida del ángulo BAC. 

2.2 Sea ya el ángulo BAG, que contiene“al centro 
entre sus lados; y componiéndose este ángulo de los: dos 
BAC y CAG reunidos, habrá de ser su medida la suma 
de las medidas de estos dos últimos; y pues que cada uno 
de ellos tiene 1no de sus lados que pasa por el centro, la 
medida del BAC será la mitad del arco BC, y la del 
CAG será la mitad del arco CG; y componiendo la su- 
ma de estas mitades de los arcos BC y CG á la mitad del 
arco BG, que es igual á BC+CG, es consiguiente que 
el ángulo BAG tenga por medida la mitad del arco BG 
comprendido entre sus lados. — * 

3-". Pudiendo ser considerado el ángulo FAB, que 
no contiene al centro entre sus lados, como diferencia de 
los otros dos ángulos FACy BAC, es de inferir que ten- 
ga por medida ála diferencia de las de estos dos. Y como 


DE GEOMETRIA. 1OI 
su lado comun AG pasa por el centro, sns respectivas me- 
didas deben'ser la mitad del arco.EG y la del BC, cuya 
diferencia equivale á la mitad del FB; pues que todo es- 
te arco viene á ser =FC-—BC. Resulta, pues, que la 
medida del ángulo FAB será mitad del arco EB compren- 
dido entre sus lados. 

4.2 El ángulo formado por una tangente y una cuer- 
da tiene asimismo por medida la mitad del arco compren- 
dido entre sus lados; porque siendo recto el ángulo CAH 
formado por la tangente AH y el diámetro AC, que la 
perpendicular debe tener por medida á la mitad de la 
circunferencia ABC ($. 110); y si 4 este ángulo recto 
se agrega el CAG formado por dos cuerdas, y cuya me- 
dida es la mitad del 'arco CG, nos resultará por suma el 
ángulo GAH, cuya medida será la suma de la mitad del 
arco ABC y de la.mitad del arco GC, la cual suma equi- 
vale á la mitad del arco total ABG, comprendido entre 
los lados del ángulo. Ahora, si del mismo ángulo recto 
CAH se quita el ángulo FAC, cuya medida es la mitad 
del arco EC, resultará como diferencia de los dos, el án- 
gulo FAH,que debe tener por medida á la diferencia de 
las mitades del AB y del FC, la cual diferencia equivale 
á mitad del arco AF, 

113. 1.2 Corolarío. El ángulo FAT formado por la 
cuerda AF y por la prolongacion Al de la cuerda AG, 
tiene por medida la mitad de Ja suma de los dos arcos 
AF y AG quelas dos cuerdas sotienden. 

Con efecto , el ángulo FAI, equivalente á dos rectos 
menos el ángulo FAG ($. 1.1), tendrá por medida á la 
diferencia que hay entre la semicircunferencia y la mitad 
del arco EG, la cual es la medida del ángulo FAG; mas 
esta diferencia equivale á la mitad de la que se advierte 


Fig. 64. 


Fig.65. 
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entre. la circunferencia entera y. todo el arco EG, lo cual 
Viene á ser lo, mismo que la mitad de la suma de los dos 
arcos AF y AG. 

1.14. 2. Corolario, Del teorema anterior se infiere 
tambien: 1.? que todos los ángulos que como EGE, 
EHF, EIF, KEF, fig. 64, tengan su vértice situado 
en la circunferencia, é insistan sobre un mismo arco, son 
entre sí iguales, pues que cada uno de- ellos tiene por me- 
dida 4 la mitad del mismo arco EAE, sobre que todos 
insisten , y que se halla comprendido entre sus lados. 

2... Queel ángulo BAC, cuyo vértice se halla en 
la circunferencia, y cuyos lados AB y AC pasan por los 
extremos de un diámetro. BC es recto; pues que tiene por 
medida 4: la mitad de la semicircunferencia BGC com- 
prendida entre sus lados; cuya mitad equivale 4 la cuar- 
ta parte de la circunferencia entera ($.-1 10). 


TEOREMA. 


115. El ángulo BAC, fig. 65, cuyo wértice.se ha- 
la dentro del círculo entre el centro y la circunferencia, 
tiene por medida la mitad del arco BC comprendido entre 
sus lados, mas la mitad del arco ED comprendido entre 
las prolongaciones de ellos. 

Demostracion. Por el punto D tírese la cuerda DE 
paralela al nno AC de los lados del ángulo propuesto, y 
resultará formado el ángulo BDE igual al BAC, como 
correspondiente que le es con respecto á la secante BD, y 
que tiene por medida á la mitad del arco BCF compren- 
dido entre sus lados, pues que su vértice se halla situado 
en la circunferencia ($. 1.12); mas siendo entre sí igua- 
les.los dos arcos ED y EC, por estar comprendidos entre 
cuerdas paralelas ($. 108), se infiere que siendo el arco 
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BF equivalente 4BC-+CF, habrá de'ser por consiguien- 
te igual á BC+DE; y pues que la mitad del arco BE 
es la medida del ángulo BDE, y por lo tanto de su igual 
BAC, vendrá este último 4 tener por medida 4 la mitad 
de la:snma de los dos arcos BC y ED, la cual es equi- 
valente 4 la mitad del arco BF. 


TEOREMA. 


116. El ángulo BAC fig. 66, cuyo vértice se halla Fig. 66. 
situado fuera del círculo, tiene por medida á la diferen- 
cia de los dos arcos BC y DE comprendidos entre sus la- 
dos; de los cuales arcos el-umo dirige hácia el vértice sy 
concavidad, y el otro su convexidad. y 

Demostracion. “Tirando, como en el «caso anterior, 
por el punto D la recta DE paralela al lado AC, resul- 
tará formado el ángulo BDF igual'al BAC, como cor- 
respondiente que le es con'respecto'á la secante BD, y 
que tiene por medida 4 la: mitad :délVarco BE compren= 
dido entre sus lados ($. 11 2); mas siendo entre sí iguales 
los arcos DE y EC por estar comprendidos entre cuerdas 
paralelas ($. 108), es de inferir que siendo el arco BF 
igual á BC—EC, sea tambien igual áBC-—ED; y pues 
la mitad del arco BF es la medida del ángulo BDF, y 
por consiguiente de su igual BAC: tendrá también este 
último por medida 4 la vmitad de la: diferencia de los dos 
arcos BC y ED, equivalente 4 la mitad del arco BE: 


PROBLEMA; 
117. Levantar una perpendicular en la extremidad 


Ad una recta dada AB, fig. 64, sín prolongarla como Fig. 64. 
se requiere sí se sigue el método prescrito ($. 30). 


Fig.67. 


Fig. 68. 
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Solucion, Tómese fuera de la línea AB un punto O, 
desde el cual, como centro y con un radio igualá AO, des- 
ciíbase una circunferencia, de círculo BAH: por el punto 
B en que esta encuentre 4-la recta AB y porel centro O 
tírese el diámetro BOC, que determinará en la circunfe- 
rencia el punto C; y juntando este punto: con el extremo 
A de la recta AB, la AC será la perpendicular que se ha 
pedido; pues que el ángulo BAC es recto ($. 114). 


PROBLEMA. 


118. Desde un punto dado A fuera de un círculo, 
fig. 67, tirar una tangente al mismo círculo. 

Solucion. Se juntará con-el punto dado A el punto O, 
centro del círculo dado., y. sobre,la recta AO, cómo diá- 
metro se describirá una circunferencia de círculo que en- 
contrará 4 la otra BDB' en los dos puntos B y B'; y jun. 
tando cada uno de estos puntos con el punto dado A por 
medio de las rectas BA y B'A., estas serán dos tangentes 
al círculo BDBP'. Yi 

Con efecto. si.se tiran en este último círculo los dos 
radios BO y B'O, que serán cuerdas en el círculo BB/A, 
será recto cada uno de los ángulos OBA y OB'A, pues 
que sus vértices se hallan en la circunferencia del círcu- 
lo BB'A:'y sus: lados pasan por los dos extremos de. uno 
de sus diámetros ($. 114). De consiguiente las dos” rec- 
tas AB. y AB' serán ambas tangentes al círenlo BDB' 


($. 103). 


PROBLEMA. 


119. Portres puntos A,B, C, fig. 68, que no es- 


ten en línea recta , hacer pasar una circunferencia de 
círculo, 
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Solucion. Sisse juntan los, tres puntos:dadós--A;B,, GC, 
por medio delas dos rectas, AB y BG, estas dos «rectas 
vendrán á,.ser otras tantas" cuerdas. .del cífculo, que; baya; 
de pasar, por: los. puutos -propuestos;:y levantándo: en. el: 
punto de enmedio de la recta AB la perpendicular DE, 
y en el punto de enmedio. de, la; BC 'su respectiva per- 
pendicular FG, el centro O, queá un mismo tiempo de- 
be hallarse.en una, y en otra perpendicular CS. 195), no; 
podrá menos de ser/el punto de la mutua interseccion de 
ellas, la cual necesariamente habrá de verificarse (S. 47). 
120. 1. Corolario. La construccion que acabamos 
de exponer no nos damas de: un solo punto, para que nos 
sirva de centro, asi como'nos da un'solo radio ,, pues que 
siendo las rectas OA y OC. iguales. 4 BO., como oblicuas 
que se hallan 4 ¡iguales distancias de las respectivas per- 
=pendiculares OD y OF, habrán de ser iguales entre sí. 
Es, pues, evidente que no hay mas de una circunferen» 
cia de círculo que,pueda efectivamente, pasar por-los tres 
puntos propuestos: A, By, C.;,. 
Cuando, estos tres' puntos se hallan en una misma rec- 
ta, viene á ser insoluble: la cuestion, porque en tal caso * 
son entre sí paralelas, las. perpendiculares DE y. GE ($. 
39), y no.pudiendo de consiguiente encontrarse, no:.es 
posible nos indiquen para centro 4 punto alguno. Con . 
efecto, ninguna circunferencia de círculo puede Pasar por 
los tres, puntos propuestos, porque con solo que; pasase 
una, se nos presentarian en ella: tres Puntos. que la serian 
comunes con una recta, lo cual «serias contrario á lo de- 
mostrado ($..94). ir gtmiós « 
121. 2.2 Corolario. De la misma proposicion se si- 
gue que las circunferencias de dos círculos no pueden te, 


her tres, puntos comunes. sin que. resulten, enteramente 
TOMO 111. o 


Fig. 69. 
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confundidos los círculos; porque si por tres puntos dados 
en una circunferencia de círculo practicamos la construc- 
cion que'nos indica la solucion del problema anterior, 'nos 
ha de resultar necesariamente que el radio del nuevo cír= 
culo ha de ser totalmente igual al del primero, y los cen- 
tros de ambos han de confundirse con un mismo punto. 
Por esta razon las circunferencias de dos círenlos rio 
pueden mutuamente encontrarse en nas que en'dos puntos. 


TEOREMA. 


122. Dos cireunferencias de círculo que pasen por 
tin mismo punto de la recta que junta sus centros, no tie- 
nen comun mas que aquel punto, en el cual de consiguiena 
te se tocan; y por la inversa, siempre que se toquén dos 
círculos , sus centros y el punto de contacto se hallan en 
una línea recta, , 

Demostracion. “1. Si-los 'centros O y O” de las 
circunferencias de los círculos AC y AC'; fig. 69 , estuz 
viesen “ambos situados á un mismo lado del punto A co- 
mun á las dos circunferencias en la recta OO”, y si hubié- 
semos tomado en' la circunferencia del mayor radio “mm 
Punto cualquiera M”, juntando este punto-con los centros 
O y O, resultará formado un triángulo O'OM, en el 
enal tendremos: lan! 

00'+0M'>0'M'; ú 00 +0M'>0/A; 
y siendo OUA=00/w+% OA, se'inferirá que 

ls O00'+0OM'> 00'40A); 

y que de consiguiente OM'>0A, Se ve, pues; que én 

todo caso se halla el punto M” fuera del círculo «mas pe- 

queño AC, , 
22 Si los centros'se hallan sitiados 4: distintos "lados 


— 


“la línea OAO”. 
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del punto Á, por ejemplo en O. y.¡en 0”, el triángulo 
OM”0” nos dará desde luego que OM“+0“M”“>0OA 
+.0A.,.de donde:se infiere que OM”>0A; pues que 
OA.=0“M”, Por consiguiente se halla fuera del círculo 
AC'el punto M”.: 

Á fin de demostrar la proposicion inversa habremos 
de observar, que siendo comun el punto A á las dos cir- 
cunferencias , no estuviesen sus centros en una misma. rec- 
ta OA, esten, si se quiere, sobre. otra cualquiera recta 
O'M”, de modo. que:el centro del círculo menor se halle 
en o, En tal caso tendremos: : 

¿Oo+oA>OA, Ó>0M5. 00 
de lo cual, quitando de una y de otra parte:á la:O/o, nos 
quedará; in CA Mi sio ; i 
lo cual es absurdo, que siendo por suposicion 0Á radio 
del círculo pequeño AC, debe, ser igual á om, que es 
necesariamente menor que oM/, 

Cuando dos círculos se toquen exteriormente como 


AC. y AC”, es bien claro que la línea: mas corta quese 


pueda tirar desde el centro, del 1no al del otro deberá ser 
igual á la suma de sus respectivos radios, y que esta línea 
mas corta pasa «por el punto. de:contacto; pues si pasase 
por cualquiera otro punto M” y juntásemos con este pun- 
to.los centros por, medio. de.las.rectas.OM” y OM? ve- 


“ríamos qué'la sama de estas és mayor que la de los radios; 
y como, deba ser recta la línea «mas corta que pueda ti- 


rarse de un punto á otro, es consiguiente que sea recta 


123. Observaciones. En'el ¿foma hemos ya indica- 


* do las condiciones que deben tener lugar para que se cor- 
- ten dos circunferencias de círculos, y las vemos aqui con- 


firmadas de nuevo por el teorema antecedente; pues se 
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ve con bastante claridad que las circunferencias AC y AC! 
no se tocarian ni menos se cortarian, si la distancia OO” 
de: los centros fútese menor que la diferencia delos 'me- 
dios asi:como siempre que la'distáncia 00“ sea mayor 
que la suma de los radios de los círculos ACI “AC”, no 
será posible que se toquen sus circúnferencias, 

* Pues que los círculos AC, AC' y AC”tienen sus 
centros y el'punto de su 'iutuo coftcto en tna misma 
línea recta, la" perpendictilar “AB levantada 4'esta rectá 
en el punto A los debe tocará todos'4 vn tiempo (6.1 93). 

Por otra parte es bien visible que aunque no pueda 
tirarse recta alguna entre el círénlo AG y su tangente, 
se: pueden hacér pasar sin embargo por entre los'dos una 
infinidad de circunferencias de Biférentes círculos“: 
olbez Ab notoioque o o) e BUPAc, 201 j 

“3i PROBLEMA. 


A circulo que toque en 07 punto da- 
Fig. 70. “do 'A% fig:70 dina recta 'AB'dada de posición ¡"y ch 
ya circunferencia! pase por otro Punto dado Co o 


2.12%. Esto: es-lo queen sustancia quiere decir aquella proposicion que 
muchos geómetras sostuvieron, y en que ¿firmaba ¿que el ángulo. de 
“Contingencia CAB formado Entel pinto dicta la circun- 
«Lerenicia y la tangénteves menorique“cualquiera! otró) ángulo tectilindo'ó 
«Aormado por dos rectas , por, pequeño,que. sca,cste último. La, disputa 
“que ocurrió sobre este: negocio no procedió de otra causa sino de que 
no estaban todos de acuerdo'sobre el significado que en este endo atri- 
¿buian 4 Ja voz, ángulo, Los que aplicaban: al íngulo la nocion'deducida 
“de las líneas rectas, viendo en el ángulo de contingencia un espacio ¡n= 
definido CAB, comprendido entre la cirennferencía AC y Su tangén- 
«le, tenian razon, ep) negarse)4 iniraplo como, menor, quejotro, cualquiera 
ángulo rectilíneo ; porque 58 ve con bastante claridad que se puede ti-- 
xar por el punto" A ma 'recta que pase por eútre los puntos C y B, 
Pero toda esta disputa, que en realidad giraba sobre las: palabras, ha 
caido en el olvido desde que se advirtió que no interesaba cosa alguna 
“4 los principios. dl ; 
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Solucion. Levántese 4 la recta AB en 'el punto Ala 
perpendicular AO”, y juntando los puntos A y C, leván= 
tese en el punto medio de la recta AC la perpendicular 
DO'; y el punto O” de-la interseccion de las dos perpen- 
diculares será el centro del círculo que se nos ha pedido. 
Con efecto, el centro de este círculo debe hallarse 
en la recta AO” perpendicular 4 la tangente AB, y que 
pasa por el punto A, lugar del contacto del círculo y de 
la recta AB ($. 103) ; debe igualmente hallarseen la DO' 
perpendicular en el punto de enmedio de la recta AG, 
que juntando los dos puntos A y C de la circunferencia 
pedida, viene á ser una cuerda ($. 105). Debe, pues; 
ser el centro del círculo el punto comun O” de la mutua 
úinterseccion de las dos perpendiculares. + t 


PROBLEMA. 
voya 5. Describir un' círculo que toque enn punto da- 
do Ad otro círculo dado AE, y que pase por otro punto 
dado C. , su 

Solucion. Se juntarán como en el problema preceden- 
te los dos puntos dados -A y C; y levantando en el pun- 
to de enmedio dela cuerda AC'la perpendicular DO”, 
habrá de pasar esta por el centro del círculo pedido, En 
seguida se tirará por el centro O del círculo dado y por 
el punto Á una recta, en la cual tambien deberá estar el 
centro del círculo pedido ($. 122); y el punto" O”, en 
“que esta recta prolongada, si acáso es necesario, encuen- 


“tre 4 la recta DO/; será en tal caso el centro: del círculo 


pedido: 
NI aun cuando el «punto dado C “pasase ser Cy 
estuviese dentro del círculo, dado AE, habrá:de variar la 


Fig. 64. 


Fig. 71 
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construccion, y solo se notará la diferencia de que el cír- 
culo pedido quedará envuelto por este otro. 


PROBLEMA. 


126. Describir sobre una recta dada EE, fig. 64, 
um círculo tal, que todos los ángulos que tengan su vérti. 
ce.en la circunferencia, y esten colocados á un mismo lado 
de la tal recta é' insistan sobre sus extremidades, sean 
iguales dun ángulo dado. 

Solucion, Tírese por el punto E la recta KM que ha- 
ga con EE un ángulo KEF igual al ángulo dado, y cu» 
ya abertura esté dirigida hácia el mismo: lado que las de 
los demas ángulos que se han pedido. Despues de,lo cual, 
no habrá otra cosa que hacer que construir ($. 124) una 
circunferencia que pase por el punto E, y que toque en 

E 4 la recta KM. y 

Por lo expuesto ($..1.14) es bien claro que teniendo 
todos los ángulos EGF, EHF, EIF la misma medida 
que el ángulo KEE, serán iguales al ángulo dado. 

-.N..B, Este problema suele tambien proponerse en los 
términos. siguientes: Describir sobre una recta EF. ue 
segmento ó una porcion de círculo, capaz de contener un 
ángulo, dado, . 
3 bh TEOREMA. 


127. Si dos secantes que parten desde un mismo ¡punto 

. E tomado fuera de un círculo, fig. 71, estan prolongadas 

¡hasta la: parte de la circunferencia que mas diste de 

aquel punto, serán recíprocamente proporcionales á. sus 

partes exteriores ves. decir , que tendremos la siguiente 
Proporcion : 
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AE: DE::CE: BE; 
en la cual una de las secantes y su parte exterior forman 
los extremos, mientras la otra secante y su respectiva 
parte exterior forman los medios. 

Demostracion. Tírense las cuerdas AC y BD, y 
resultarán formados los dos triángulos AEC y BED, 
que son entre sí semejantes, por ser dos ángulos del 
uno respectivamente iguales á dos del “otro ($. 63) 
conviene saber, el ángulo ACD es igual al ABD por 
tener el uno y el otro su vértice en la circunferen- 
cia, y ambos insisten sobre un mismo arco AD ($. 114); 
y ademas de eso tienen comun el ángulo AED. Com- 
parando, pues, sus lados homólogos, tendremos esta pro- 
porcion: t 
AE: DE :: CE: BE; 
la cual viene á ser el objeto de la: proposicion. 

128. Observación. Si nos imaginamos que la secante 
EC gire al rededor del punto E adelantándose hácia E 
como para salir y desembarazarse del círculo, los dos pun- 
tos C y D de interseccion con la circunferencia se irán 
aproximando uno á otro sin cesar, haciéndose cada vez 
mas pequeña la diferencia entre toda la secante y su parte 
exterior; y no dejando por eso de ser verdadera la pros 
porcion que acabamos de demostrar, es muy natural in 
ferir que habrá de verificarse aun cuando sea enteramen= 
te nula: aquella diferencia; es decir, aun cuando llegue 
la recta CEá ser la tangente EF, y haya venido la parte 
exterior á igúalarse con “toda la secante, En tal'caso ten= 
dremos esta proporcion: 

AE : EF :: EF: EB; 
la cual nos hace ver que la tangente EF es media propor- 
cional entre toda la secante BE y sú parte exterior AE, 


Fig.72. 
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Esta proposicion puede tambien demostrarse a prio- 
rí del modo-siguiente. a 
Con haber tirado las cuerdas AF y BE, fig. 72, _nos 
resultan los triángulos AEF y BEF, en los cuales es 
comun-el ángulo E,, y entre sí iguales los dos ángulos 
EBF y EFA, como que ambos tienen el vértice en la 
circunferencia, é insisten sobre un mismo arco, AF. La 
edppatoon pues, de sus lados homólogos nos dará 


AE.: EF);: EE: BE; 


TEOREMA. 


129. Dos cuerdas AB. y. CD que se. encuentran 


Fig. 73. dentro de un circulo, fig. 73, se cortan entre sí en partes 


Ó segmentos recíprocamente proporcionales , y de modo que 
en la pr oporción que nos resulta, 

AE: DE:: CE : BE, 
las partes d segmentos de una de las cuerdas vengan á 
sen los extremos , mientras que los de la otra formen los 
medios. : 

Demostracion, Tirando las cuerdas AC y BD, resul- 
tan: formados. los triángulos AEC y BED, que deben ser 
entre sí semejantes por.serlos.ángulos del uno respecti- 
vamente iguales 4 los del otro ($. 65): 4 saber, ¡el -4n- 
gulo ACD igual al ABD, por tener ambos su vértice en 
la circunferencia é insistir sobre: un mismo; arco AD ($. 
114) pot otra parte el ángulo. CAE. es igual ¡por, la 
misma razon al EDB; ademas de que Jos ángulos. opues- 
tos en el vértice E han de ser iguales. Comparando, pues, 
entre sí sus lados homólogos, tendremos esta proporcion: 

AE: DE :: CE: BE; 
la uh es el objeto, de la proposicion, 
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N. B. Es muy fácil echar de ver que-este-teorema y 
el del $. 127 m0 son: mas que dos. casos particulares de 
una misma proposicion, quese puede expresar en estos 
términos: : y 

Siempre que dos rectas se cortenentre sí y encuentren 
á una circunferencia: de círculo, cada una en dos puntos 
diferentes, las distancias del punto de su.mutuo encuen 
tro á cada uno de aquellos en que ellas cortan la circunfe- 
rencia del círculo, son recíprocamente. proporcionales. 

130.  Corolario, Si la cuerda AB pasare por el cen- 
tro Ó fuere diámetro, y fuere perpendicular á este la cuer- 
da CD, fig. 74, esta última estará cortada en dos partes 
iguales ($. 106), y la proporcion DeLAL 

AE: DE :: CE: BE 
vendrá á ser AE : CE :: CE: BE, 
pues que DE= CE, Será, pues, la recta CE media pro- 
porcional entre las partes ó segmentos AE y BE del diá= 
metro AB. 

De lo cual se sigue que para determinar una media 
proporcional entre dos rectas dadas M y N, bastará po= 
nerlas en línea recta la una á continuacion de la otra, la 
Primera desde A hasta E, y la otra desde E hasta B; en 
seguida sobre la suma -AB de las dos dadas, como que 
debe ser un diámetro, descríbase un círculo; y por últi- 
mo en el punto de reunion de las dos rectas dadas M y 
N levántese al diámetro AB la perpendicular EC: y es- 
ta última será la media proporcional que: senos ha 
pedido. . 

131. . La proposicion que forma el asunto dél coro- 
Jario precedente, resulta inmediatamente de la propiedad 
del triángulo rectángulo demostrado ($. 74); porque si se 


titan las. cuerdas AC y CB, será recto (S. 114) el ángu- 
TOMO III, pe 


Fig. 74. 


Fig. 75- 
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lo'ACB; y con arreglo 4 lo establecido ($. 74) pode- 
mos contar seguramente con las siguientes proporciones: 
AE: CE:: CE : BE; 
AE: AC:: AC: AB; 
EB: BC :: BC : AB; 
resultando de estas dos últimas que la cuerda tirada por 
una de las extremidades de un diámetro es media propor- 
cional entre todo el diámetro y la parte cortada de él por 
la perpendicular que se le baje desde el otro extremo de 
la cuerda. 

Por este medio podremos tambien determinar una me- 
dia proporcional entre dos rectas dadas, eligiendo á la ma- 
yor AB para diámetro de un círculo; aplicando sobre es- 
ta la segunda desde A hasta" Ez levantando la perpendi- 
cular EC; y tirando por último la cuerda AC, la cual 
será, segun lo expuesto, la media proporcional que se nos 
ha pedido. : 

PROBLEMA. | 


132. Dividir una línea recta dada AB, fig. 75, 
en media y extrema razon; es Sel de modo que tenga- 
mos esta proporcion: 

AC: BC :: BC : AB, 

en la cual.la parte BO, que es la mayor de las dos en que 
debemos dividir á la recta dada, sea media proporcional 
entre toda esta recta AB y su otra parte menor AC, 

“SoMicion. Levántese en una de las extremidades 
de la recta AB la perpendicular AE que sea igual á la 
mitad de aquella recta; tírese BE3 desde el punto E co- 
mo centro y con el radio AE descríbase un círculo ADF; 
por último desde el punto B como centro, y con un radio 
igual á BD, descríbase el arco DC que corte 4 la recta 
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dada en el punto C, en el cual quedará dividida en mex 
dia y extrema razon. 

Para demostrarlo prolónguese BE hasta E para te- 
ner con arteglo al $. 128 

BD: AB :: AB: BE; 

de donde se deducirá que 

AB—-BD: BE —AB:: BD : AB; 
pero AB=BD=AB-—BC=AC'; 
y pues que por construccion la perpendicular AE-es la 
mitad de la AB, es consiguiente que AB= 2AE =FD; 
de lo cual se dednce que BF —AB=BF-FD=BD= 
BC; y por tanto AC: BC :: BG: AB; proporcion en- 


teramente conforme á la propuesta del problema. 


PROBLEMA, 


133. Describir un círculo cuya. circunferencia pase 
Por dos puntos dados Cy D, fig. 76, y toque ademas á 
una recta indefinida AB cuya posicion esté dada. 

Solucion. Sántense los puntos D y C por medio de 
una recta, y prolónguese esta hasta que encuentre á la 
AB en A; hállese inmediatamente despues una media 
Proporcional entre AC y AD, con arreglo al método in- 
dicado ($. 13.1); y siendo la AE la media proporcional, 
se la aplicará 4 la AB, describiendo desde 'A como cen. 
tro y con un radio igual 4 la AE el arco EF, el cual de- 
terminará el punto E que debe ser el de contacto de la 
recta AB y de la circunferencia que se busca. Podremos, 
pues, describirla siguiendo el método prescrito ($. 119) 
ó el del $. 1 24. 

Esta solucion se demuestra con solo hacerse cargo de 
que la línea AC es una secante, y de que la cuestion es. 
tá reducida á determinar en la recta AB la posicion del 


Fig. 76. 
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punto de contacto, con respecto al cual, segun lo estable- 
cido ($. 128), debemos tener: z 

AD: AF ::AF: AC; 
de donde se infiere que obtendremos la distancia AF, de- 
terminando la media proporcional entre la AD y la AC +*, 


TEOREMA, 


134. En un semicírculo las segundas potencias 6 
cuadrados de las longitudes de las cuerdas AC y AF que 


Fig. 74. parten de una de las extremidades del diámetro, fig. 74, 


son proporcionales á los segmentos AE y AG comprendi- 
dos en el mismo diámetro entre la extremidad comun “de 
las cuerdas y el pie de la perpendicular bajada desde la 
otra extremidad de cada una de ellas. 

Demostracion. Siendo las cuerdas AC y AF respec- 
tivamente medias proporcionales entre el diámetro AB y 
cada uno de sus segmentos AE y AG ($. 131), ten- 


dremos 


AC=ABx AE y AF=ABxAG; 


* El problema del párrafo anterior y el de este son susceptibles 
de dos soluciones. En el primero satisfacen 4 las condiciones de la pro- 
puesta, no solo la línea BD, fig. 75, sino tambien la línea BF,en tan= 
to que AB es media proporcional entre BF y BD. (Véase la Aplicacion 
del álgebra 4 la geometría.) 

En el último problema se puede llevar la línea AE, fig. 76, no 
solo desde A hasta F, sino tambien por el lado opuesto hasta E”, con 
lo cual tendremos otro círculo, cuya circunferencia toque Ú4 la recta 
AB en F/, y que pase por los puntos D y C. 

Si desde luego se nos presentase paralela 4 la línea AB la DC, no 
dará á conocer al punto F la construccion que hemos indicado; mas 
bien se ve que en tal caso la perpendicular levantada en el punto de 
enmedio de la cuerda DC y que pasa por el centro del círculo pedido, 
debiendo tambien ser perpendicular 4 la tangente AB, determinará el 
punto de contacto F ($. 103). 
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de donde fácilmente se infiere que 


AC': AF*:: AB <xAE : ABx AG, 
de la cual, con solo suprimir el factor AB por ser comun 
á los dos términos de la segunda razon, resulta que 


AC: AF: AE: AG. 
De los polígonos inscritos y circunscritos al círculo. 


135. Observación. Bien claro es que en todo caso, 
Pues que se puede hacer pasar la circunferencia de un 
círculo por tres puntos dados que no se hallen en una 
misma línea recta ($. 1 19),se la podrá tambien hacer 
pasar por los vértices de los tres ángulos de un triángulo 
cualquiera ABC, fig. 77; y en tal caso el triángulo ABC 
se llama inscrito al círculo, asi como este se llama cjr- 
cunscrito al triángulo, 

Esta propiedad del triángulo comunica la mayor cla= 
ridad á todas las que en los SS. 36, 37 y 51 se ha de- 
mostrado pertenecerle: 

1.2 Se ve bien claro que la suma de los tres ángu- 
los de cualquier triángulo rectilíneo ha de equivaler á la 
de dos ángulos rectos; pues suponiéndolo inscrito en un 
círculo, se verá sin la menor dificultad que teniendo cada 
ángulo su vértice en la circunferencia, habrá de tener 
por medida á la mitad del arco que.comprenden; y como 
la suma de los tres arcos equivalen á toda la circunferen- 
cia, es consiguiente que las mitades de los tres arcos equi- 
valgan á la semicircunferencia, que es justamente el ya» 
lor de la suma de dos ángulos rectos ($. 110). 

2. La igualdad de dos ángulos, de A y B por ejem- 
plo, trae consigo la igualdad de los dos arcos Ophestos 


Fig. 78. 
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CB y AC, que como ya se sabe, han de ser respectiva= 
mente dobles de los que sean las justas medidas de los 
ángulos ($. 112)5serán, pues, iguales entre sí las cuer- 
das de los arcos entre sí iguales CB y AC, las cuales no 
son otra cosa que los lados respectivamente opuestos á los 
dos ángulos A y B ($. 99). Con igual facilidad se demos» 
traria la inversa de esta proposicion, 

3.2 Como cuando un arco es mayor que otro, con 
tal que cada uno de ellos sea menor que la semicircun- 
ferencia , debe el mayor estar subtendido por mayor cuer- 
da, se infiere con evidencia que al ángulo mayor de un 
triángulo, le está opuesto el mayor de los lados del mis- 
mo triángulo. 


PROBLEMA. + 


136. Inscribir un círculo en un triángulo ABC, fig. 
78; es decir, describir en el interior de este triángulo un 
círculo cuya cirounferencia toque á los tres lados del tri- 
ángulo. » 

Solucion. Divídanse en dos partes iguales dos ángulos 
cualesquiera del triángulo dado ($. 111), A y B por 
ejemplo; y el punto O de interseccion de las dos rectas 
AO y BO por cuyo medio se ejecuta aquella division, se- 
rá el centro del círculo pedido, 

Con efecto, si desde el punto O se baja nna perpen- 
dicular 4 cada uno de los tres lados AB, AC y BC, se» 
rán entre sí iguales ($.34) los triángulos AEO y ADO, 
asi como los triángulos DOB y BOF5 pues por lo res- 
pectivo á los dos primeros, tiene cada uno de ellos un án- 
gulo recto en D y en E, y ademas son entre sí iguales 
los ángulos EAO y DAO, como mitades que son del mis- 
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mo ángulo DAE, y fuera de eso el lado AO les es cos 
mun. Lo mismo podemos decir de los dos últimos trián= 
gulos, pues que tambien son rectángulos el uno en D y 
el otro F; los ángulos DBO y FBO son entre sí iguales, 
como mitades que son de un mismo ángulo DBC; y á4 los 


dos triángulos les es comun el lado BO. Son, pues, los. 


dos primeros totalmente iguales entre sí, y los dos segun= 
dos lo mismo: de lo cual se infiere que las tres perpendi- 
culares EO, FO y DO son todas entre sí iguales, y que 
de consiguiente la circunferencia de círculo que se describa 
desde el punto O como centro , con un radio igual á cual- 
quiera de las tres perpendiculares, no hará mas que tocar 
á los tres lados del triángulo ABC. 

Como para esta demostracion no hemos hecho hasta aho- 
ra uso mas que de los dos ángulos A y B, será convenien- 
te repetirla, combinando con cualquiera de esos dos ángu- 
los al tercero C, Para que igualmente se vea que el cen- 
tro del círculo pedido es constantemente el mismo punto 
O. Para esto júntese el punto O con el vértice del tercer 
ángulo C, yaliéndonos de la recta OC; y la total igual- 
dad de los triángulos CEO y CFO, por ser rectángulos, 
el uno en E y el otro en E, y por tener entre sí iguales 
los lados EO y FO, y últimamente comun el lado CO 
($. 34) nos hace que tambien la recta CO divide en dos 
partes iguales el ángulo O. p 

137. Observacion. Púes que por tres puntos dados 
que no esten en una misma recta no se puede hacer pasar 
mas de una circunferencia de círculo, es bien claro que 
si se nos diese ademas un cuarto punto D, fig. 77, po= 
dria muy bien caer este punto fuera del círculo ABC, 
y en tal caso seria imposible inscribir en un círculo al cua. 
drilátero ACDB; y con mas justa razon deberán hallarse 


Fig. 77. 


Fig.79- 
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excepciones respectivas 4 polígonos cuyo número de lados 
sea mayor que cuatro *, 


TEOREMA. 


138. Todo polígono de cualquier número de lados, 
en caso de ser regular, es decir y siempre que todos. sus 
ángulos sean entre sí iguales, y lo sean tambien entre sí 
todos sus lados, puede inscribirse y circunscribirse d un 
círculo, 

Demostracion. Sea el polígono ABCDEE, fig. 79, 
cuyos ángulos ABC.,BCD, CDF Kc. sean todos entre sí 
iguales, sucediendo lo mismo á todos sus lados: 

1.2 La circunferencia de círculo que pase por los 
vértices A, B y C de tres ángulos cualesquiera del po- 
lígono, habrá necesariamente de pasar por todos los de: 
mas; porque si desde el centro O del círculo ABC se ti» 
ran las rectas AO, BO, CO, DO éxc. , las tres primeras 
serán por construccion radios del círculo, y de consiguien- 
te iguales entre sí; “los triángulos isósceles AOB'y BOC 
deberán tambien ser entre sí totalmente iguales, por ser los 
tres lados del uno respectivamente iguales á los tres del 
otro, pues que por suposicion BC=AB; y siendo entre 
sí iguales los ángulos ABO y CBO, cada uno de ellos se- 
rála mitad del ángulo ABC del polígono; el ángulo BCO, 
que es igual á los dos ya mencionados, será tambien por 
consiguiente la mitad del ángulo BCD, igual por supo» 


* Por la sola inspeccion de la figura se pone en claro que todos los 
cuadriláteros, tales como ACEB, en Jos cuales la suma de los ángulos 
E y A equivalga 4 la de dos ángulos rectos ($. 112) pueden inscribirse 
en un círculo; y justamente en el ACDB aquella suma es mayor que la 
de dos rectos por lo respectivo á los: ángulos C y B, y menor por lo 
que toca 4 los dos A y D($. 116)» 
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sicion al ABC; el ángulo OCD será la otra mitad , y de 
consiguiente será igual al. BCO. Ahora bien, siendo igual 


- por suposicion CD 4 CB, los triángulos BCO y OCD, 


que tienen dos lados y el ángulo comprendido del uno 
respectivamente iguales á otros dos lados y-al ángulo com- 
prendido del otro, habrán de ser totalmente iguales y 
darnos OD =0C; de modo que el punto D deberá ha- 
llarse en la: circunferencia del círculo ABC. Del mismo 
modo se demostrará que se hallan tambien en ella el pun- 
to E y los demas que le siguen. 

2.” — Si desde el punto O, centro del círculo circuns- 
crito, y juntamente del polígono inscrito ABCDEF se 
baja una perpendicular 4 cualquiera lado AB de los del 
polígono, la circunferencia GH, descrita desde el punto 
O como centro con el radio GO, y que en consecuen= 
cia de su construccion toca al lado AB en el punto G, 
tocará asimismo á cada uno de los lados en su respectivo 
punto de enmedio; porque si desde el punto O se baja al 
lado BC inmediato al AB la perpendicular OH, los tri. 
ángulos OBG y OBH, que en primer lugar son rectán- 
gulos, el uno en G y el otro en H; que tienen ademas 
el ángulo GBO igual al OBH, y comun la hipotenusa 
OB, serán totalmente iguales ($. 34), y de consiguiente 
darán OG=0OH. Tocará, pues, la circunferencia GH al 
lado BC en el punto H, que es el de enmedio, pues que 
son entre sí iguales las oblicuas OB y OC. El mismo ra- 
zonamiento nos hará ver que la tal circunferencia tocará 
asimismo á cada uno de los demas lados del polígono en 
su respectivo punto de enmedio. 

139.  Observacion. Los ángulos AOB, BOC, COD 
8rc, formados por los radios tirados desde el centro O á los 
vértices de los ángulos del polígono, se llaman ángulos 

TOMO 11. Q 
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en. el centro, para distinguirlos de los otros cuyos vértices 
se hallan en la: circunferencia, cuales son ABC, BCD, 
CDE «xc., los cuales por esta razon son: conocidos bajo la 
denominacion comun de ángulos en la circunferencia: Son 
enteramente iguales entre sí todos los ángulos en el centros 
y equivaliendo la total suma de ellos á la de cuatro rec= 
tos ($. 13), equivaldrá cada uno al cuociente que resul- 
te de la division de esta suma por el número de ángulos 
ó lados del polígono propuesto. 


TEOREMA. 


140. Los polígonos regulares de un mísmo número 
de lados son entre sí semejantes ; y sus contornos Ó perí- 
metros son entre sí como los radios de los círculos á que 
esten inscritos ó circunscritos. 

Demostracion. 1.” Estos polígonos tienen todos sus 
ángulos respectivamente y entre sí iguales; y siendo asi 
mismo los lados del primero iguales entre sí, y. los del 
segundo tambien iguales entre sí, los unos y los otros es- 
tarán todos en la misma razon, y de consiguiente son entre 
sí proporcionales. Son, pues, entre sí semejantes los polí- 
gonos ($. 87). 

2.” Siendo entre sí iguales los ángulos AOB y 20); 
y siendo por $ parte isósceles los dos triángulos AOB 
y 40b, serán entre sí semejantes ($. 66), y nos darán: 

:adb:: AO; 20; 
y siendo entre sí los contornos ó: perímetros: de: los polí- 
gonos ABCDEF y abcdef, como sus respectivos lados 
homólogos AB y ab ($. 93), habrán de tener entre sí, . 
en consecuencia de esta última proporcion, la misma: ra- 
zon que los radios AO y 20 de los círculos en que se ha> 
lan inscritos los polígonos. 


A — 
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La igualdad de los dos ángulos BAO y bao nos ha- 

ce conocer la semejanza de los triángulos AGO y ago, de 

la cual se deduce que 

: AO: a0:: 0G: 08; 

y de esta se concluye que AB»: 2b:: 0G: 09; y de 

consiguiente, siendo los contornos ó perímetros de los po- 

lígonos propuestos proporcionales 4 sus lados homólogos 

AB y ab, deberán asimismo serlo 4 los radios OG y og 
de los círculos 4 que se hallan circunscritos, 


PROBLEMA. 


141. Hallándose inscrito en un círculo un polígono 
regular de cualquier número de lados , inscribir en el miso 
mo círculo otro. polígono regular de un número de lados 


doble del de los del Primero, y determinar el valor de 
cada uno de los lados del segundo, 


Solucion. Sea AB, fig. 80, uno de los lados del pri 
mer polígono , y AOB' uno de sus ángulos en el centro: 
divídase este ángulo ó el arco AB'B que lo mide en 
dos partes iguales en el punto B' ($. 111), y las rectas 
AB'y BB, que son entre sí iguales, serán evidentemen- 
te dos lados contiguos del nuevo polígono. 

Para determinar ahora el valor de AB”, prolóngnese 
el radio B'O hasta D, y en tal caso tendremos ($. 131): 


ABÚ=BD<BE= ACB E, 
y siendo B'E =B'O—EO, y sabiendo que en el triángu- 


, Ñ A a Y EE 
lo AEO rectángulo en E es el lado EO — Y. AOAE; 
y AE=3AB; que BO— AO; y que ÁC=240, po- 
dremos concluir de todo que 


Fig. 80. 


Fig. 81, 
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pa 
ya=10-V 20 4 AB) 


—— a de 
queno = 14012081420 ay). 
Si adoptamos por medida comun ó por unidad al ra- 
dio AO del círculo, en que estan inscritos los polígonos 
propuestos , será AO=1;5 y resultará 


Ai= ii” a (FAB) LAB)). 


En caso que en el puro B” dividiésemos al arco 
AB' en dos partes iguales , veríamos del mismo modo que 
el lado del polígono que tenga un número de lados doble 
del precedente , tendrá por expresion de su valor 


——2 o 
AB” =2(1-V 1- (FAB) 
y asi de los demas. 

142. Despues del triángulo equilátero, el polígono 
mas sencillo que se nos presenta es el cuadrilátero que 
tenga sus lados entre sí iguales, y lo mismo todos sus 
ángulos. Este polígono es comunmente conocido bajo el 
nombre de cuadrado. 

Y equivaliendo ($. 82) la suma de los ángulos inte- 
riores de cualquier cuadrilátero á la de cuatro ángulos 
rectos , y siendo entre sí iguales todos los del cuadrado, 
forzoso es que cada uno de ellos sea un ángulo recto. Asi 
el cuadrado ABCD, fig. 81, ademas de tener entre sí 
iguales sus cuatro lados AB, BC, CD y AD, tiene sus 
cuatro ángulos A, B, C y D rectos. 

143. Observaciones. El cuadrado es evidentemente 
un paralelógramo ($. 79), cuyos ángulos son entre sí 
iguales, y cuyos lados lo son tambien; y es necesario no 
confundirlo con el paralelógramo, que teniendo sus la- 
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dos entre sí iguales, tenga al mismo tiempo desiguales sus 
ángulos. A este último, cuyo ejemplar se nos muestra en 


«la figura 82 ,lo denominamos rombo.. 


Siempre que sean desiguales los lados contiguos, y 
Permanezcan rectos los cuatro ángulos, el paralelógramo 
toma el nombre de rectángulo ; cuyo ejemplar se nos pre- 
senta en la fig. 83. 

Es bien visible que todo rectángulo puede ser inscri- 
to en un círculo; porque siendo en este caso entre sí iguas 
les sus dos diagonales AC y BD, se cortarán mutuamente 
entre sí en un punto O, que se halla igualmente distante 
de los puntos A, B,G y D; pues en general AO=0C; 
y DO=0B ($. 80); y de consiguiente los tales puntos 
se hellarán en la circunferencia del círculo descrito desde 


el punto O cómo centro con un radio igual 4 AO. 
PROBLEMA, 


144. Sobre una recta dada AB construir un cua= 
drado, fig. 81, 

Solucion. Levántense en los! dos extremos A y B de la 
recta dada las dos Perpendiculares AD y BC; y que estas 
sean iguales á la AB; y juntando por medio de una recta 
los. extremos O y D de las dos perpendiculares, resultará 
formado el cuadrado ABCD que se nos ha pedido, 

Con efecto, siendo por construccion paralelos € igua- 
les entre sí los lados AD y BG, lo serán asimismo entre 
sí los dos lados restantes DG y AB ($. 54); y equiva- 
liendo á la suma de dos ángulos rectos la de los ángulos 
ADC y BAD internos de un mismo lado ($. 47); y sien- 
do por construccion recto el segundo , deberá serlo asimis- 
mo el primero..Lo mismo se demostrará con respecto al 
ángulo BCD comparándolo con el ABC. 


Fig. 82. 


Fig. 83. 


Fig, Sr. 


Fig. 84 
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PROBLEMA. 


145- Inscribir. en un círculo los polígonos regulares 
de cuatro, de ocho, de diezy seis, de treinta y dos, -de 
sesenta y cuatro, de dsc. lados. 

Solucion, Esta. cuestion está enteramente reducida á 
inscribir en primer lugar un polígono" regular de cuatro 
lados, para pasar despues á formar por medio de este to- 
dos los demas, con arreglo 4 lo prescrito ($. 141). 

Para inscribir, pues, en el-círculo ABCD, fig. 84, 
un cuadrado, tendremos que levantar perpendicularmen- 
te á un diámetro cualquiera AC otro BD, por cuyo me= 
dio resultarán determinados en la circunferencia los cuatro 
puntos A, B, C y D; y juntándolos por medio de rec- 
tas, estará formado el cuadrado pedido. ( 

Con efecto, los cuatro ángulos ABC, BCD ec. son 
todos rectos ($. 114)3 y los cuatro lados AB, BC éxc. 
son entre sí todos iguales, por ser hipotenusas de los tri-* 
ángulos-rectángulos AOB, BOC, DOC y AOD, que 
con evidencia:son totalmente iguales. ($. 16). 

Dándonos el triángulo rectángulo AOB la: siguiente 
ecuacion: 


AB'=X0' + BO”; y siendo AO=BO; 


seinfiere de ella que AB= 2AO; y de consiguiente 


AB=AO y3; 
de donde, adoptando al radio AO por unidad y nos resul= 
tará an AB=wV 2 %. 


* Siendo, como se ve, rigoroso el método que hemos seguido 
para determinar el valor de AB, venimos en conocimiento de que la 
geometría nos presenta exactamente la magnitud de la incomensurable 


, cuyo valor no puede obtenerse mas que por aproximacion, con 
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Si sostituimos este válor en la expresion ($: 1:41) 

del de AB', y, en seguida: este último:en la: del de AB”, y 
asi de los demas, obtendremos sucesivamente la longitud 


de cada uno de los lados de los polígonos de 8, de 16, 


de 32 éxc. lados, referida 4 la del radio del círculo. 
PROBLEMA, 


146. > Inscribir en un' círculo los polígonos regulares 
de tres, de seis, de doce, de veinte ) cuatro, de cuarenta 
y ocho doc. lados. 

Solucion. El lado del exágono regulares el primero 


quese nos presenta ,. por ser exactamente igualral radio: 
del círculo en que se. halle inscrito. Con efecto, equivas. 


liendo á la sexta parte de la suma de cuatro ángulos rec- 
tos el ángulo AOB del polígono en el centro, fig. 85, 
habrá de ser igual á cuatro sextas partes ó 4 dos tercias 
de un recto. Rebajando ahora este valor de la suma de 
los dos ángulos rectos á que equivale la de todos los ¿n- 
gulos de cualquier triángulo , resultará 2—2, equivalen- 
te 4 ¿ de un ángulo recto, por valor de la suma de Jos 
ángulos BAO y ABO; y siendo estos entre sí iguales, es 
consiguiente que cada uno de ellos equivalga á dos ter- 
cias partes de:un ángulo recto. Teniendo, pues, el trián 
gulo ABO sus tres ángulos entre sí iguales, habrá de ser 
forzosamente equilátero, y de consiguiente darnos AB=AO. 
+ ¿Se podrá pues, fácilmente inscribir en un'círenlo un 


el auxilio de los números; pero es necesario tener presente que el nún 
mero que en tal caso buscamos no es sino la expresion de la razon de 
AB 1, A0; y si fuese posible efectuar con rigorosa exactitud con estas 
líneas la operacion indicada ($. 5) jamas tendria fin; porque ninguna 
Tecta, por pequeña que sea, puede 4 un mismo tiempo medirlas á en- 
trambas. LR ' ' y ; 


d 


Fig. 85. s 


Fig. 86. 
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exágono; con solo aplicar el radio del-círculo 4 la circun- 
ferencia cuantas veces sea esto posible, que justamente se- 
rán seis, y juntar por medio de rectas uno con otro. cada 
dos puntos de division consecutivos, Suponiendo que es 
AO=1, resultará AB= 1; y con el auxilio de este va- 
lor, y el de las fórmulas ($. 141), podremos ascender á 
la determinacion de los. valores de cada uno de los lados 
de los poligonos inscritos de 12, de 24, de 48 ¿cc. lados. 
Para determinar el valor dé cada uno de los lados de 
un triángulo equilátero inscrito ACE, basta tener presen- 
te que este triángulo está formado juntando por medio de 
rectas los dos vértices de los dos ángulos extremos de tres 
que se hayan tomado en el exágono; y que el triángulo 
ACD rectángulo en C, nos da ($. 114): 


MAD ED > V Eso) 40 =A0V3; y 
suponiendo que sea AO=1, vendrá á ser AC= Y 3. 


PROBLEMA. 


147. Inscribir en un círculo los polígonos regulares 
des, de zo, de 20, de go bc, laos, 

Solucion. Hállese primeramente el valor del lado del 
decágono ó polígono de diez lados, tomando para esto al 
mayor de los segmentos del radio dividido en media y 
extrema razon ($.132). 

Con efecto, en el decágono el ángulo AOB en el 
centro, fig. 86 , equivale á una décima parte de cuatro 
ángulos rectos ó á las dos quintas partes de un recto; que- 
dan, pues, para expresion del valor de la suma de los 
dos ángulos ABO y BAO 2—¿ de un ángulo recto, que 
vienen á ser $ de ángulo recto; de lo cual se infiere que 
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el valor de cualquiera de ellos es +, y por tanto resulta 
doble del ángulo ACB, Si se tira AG que haga con AB 
el ángulo BAG ignal al AOB, los dos triángulos ABG 
y ABO, que ademas tienen un ángulo comun B, habrán 
de ser semejantes ($. 65), y darnos t 

BG:AB:: AG: AO; 
ahora, siendo isósceles el triángulo ABO, lo será igual- 
mente el triángulo ABG, y tendremos que AG= AB. 

Por otra parte, siendo el ángulo BAG= AOB , será 
la mitad de BAO, y la otra mitad GAO será de consi- 
guiente igual 4 AOB; de lo cual resulta ($. 37) que 
GO=AG=AB; y la proporcion precedente podrá tras- 
formarse en estotra: 

BG: GO::GO: AO 
la que nos manifiesta que el radio BO está. efectivamente 
dividido en el punto G en media y extrema razon, y que 
el lado AB es el segmento mayor. 

Si de cada tres ángulos de un decágono se juntan 
por medio de rectas los dos vértices de los extremos, re- 
sultará formado el Pentágono. No me detengo 4 calcular. 
el valor de cada.lado del decágono porque juzgo por mas 
curiosa que útil esta Investigacion. 3 
148. Observación. Ya puede haberse comprendido 
que la inscripcion de los polígonos regulares en los círcu= 
los está reducida á la division de la circunferencia en un 
cierto número de partes iguales. Los métodos que hemos 
indicado para inscribir en el círculo los polígonos de 4, 
de 8,de 16, de 32 étc. lados; los de 3, de 6, de 12, 
de 24 8tc.; los de $, de 10, de 20, de 40 éc. po- 
drán servir para dividir la circunferencia de un círculo 
segun los números de estas diversas progreslones. 

No será fuera de propósito advertir aqui que se pue- 

TOMO II. R 


Fig. 87. 
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de tambien dividir la circunferencia siguiendo la progre- 
sion 15,30» 60 éxc.; porque dándonos el polígono de 
seis lados la sexta parte de la circunferencia, y dándonos 
el de diez lados la décima parte de la circunferencia, la 
diferencia de los arcos subtendidos por los lados de estos 
dos polígonos será igual ¿— 5 de toda ella, lo cual viene 
á ser 5. Llevando, pues, desde A hasta H el radio del 
circulo, el arco BH deberá ser la décimaquinta parte de 
la circunferencia, y su cuerda habrá de ser el lado del 
polígono que tiene quince ó del pentedecágono. Por medio 
de la continua division de los arcos en dos partes iguales, 
ó de su biseccion se pueden fácilmente obtener los polí- 
gonos regulares de 30, de 60 £c. lados *, 


PROBLEMA. 


149. Estando inscrito en un círculo un polígono re- 
gular de cualquier número de lados, circunscribir al mis» 
mo círculo otro polígono regular de igual número de la= 
dos5 y por la inversa, estando dado el poligono circuns- 
crito , construir el inscrito. 

Solucion. Sea abcde, fig. 87, el polígono propuesto; 
tírense. los radios Og, Ob, Oc 8tc. y en el extremo de 
cada uno de ellos levántense las perpendiculares AE, BA) 
CB éxc. ;'y en el conjunto de estas perpendiculares, que 


pe Estas divisiones de la circunferencia del círculo no son las únicas 
que se pueden efectuar geométricamente, M. F. Gauss, en una obra ti- 
tulada Disquisitiones arithmetícae, publicada en Leipsic en 1801, y 
traducida al frances por M. Delisle, hace ver que se puede ejecutar del 


n 
mismo modo la division en 2 +1 partes, siempre que este número sea 
primo. Véase tambien el Comp'emento de los Elementos de Algebra. De 
esto resulta la division en 17 partes iguales, de que hay una demostra- 
cion particular; pero que no es para ser colocada en este lugar. 
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tocarán todas á la circunferencia del' círculo abcde , ten 
dremos el polígono que senos ha pedido. 

Con efecto, los triángulos «Ab, bBc, ¿Cd 8cc. son 
todos isósceles y entre sí iguales, porque lo son los lados 
ab, bo, cd EXc.; y los'ángulos Aab, Abc, Bbc, Beb 
Ced, Cde 8rc. formados por estos mismos lados, com= 
prendiendo los arcos iguales ab, bc, cd 8c., son tam- 
bien entre sí iguales ($. 114). Tendremos , pues, 1.2 4Ab 
=bBc = ¿Cd Kc. 

2 ¿A=Ab=DB=Br=C=Cd; de donde se 
concluye que AB= 2Ab; BC= 2Br; CD=2C4 átc., y 
por consiguiente AB= BC =CD gcc. 

Teniendo, pues, el polígono ABCDE todos sus 4n- 
gulos entre sí iguales, y sus lados tambien, habrá de ser 
el mismo que se nos ha pedido. 

Podemos deducir del polígono circunscrito el inscrito 
juntando los puntos 2, b, c, d8cc., que son los de enme- 
dio de cada uno de los lados del primero, y los de con= 
tacto de la circunferencia. 

Para que sobre esto no quede la menor duda, nos 
bastará observar que los triángulos 4Ab, bBc, cCd éxc. 
son entre sí totalmente iguales, como que tienen un án- 
gulo igual comprendido por dos lados respectivamente 
iguales , siendo como son los angulos A, B,C 8cc. los 
de un polígono regular, y. ¿A., Ab, Bb éxc. las mitades 
de los lados AE, AB, BC cc. que son iguales entre sí. 
De lo cual resulta que los lados ab, bc, bd 8rc. son entre 
sí iguales, y que de consiguiente lo son los arcos subtendidos 
por ellos; y por tanto, los ángulos abc, bed $c., cuyos 
vértices se hallan en la circunferencia, y que entre sus la= 
dos comprenden un mismo número de estos arcos, son 
iguales entre sí ($. 114). Es, pues, el polígono abcde, 


q» 


132 ELEMENTOS 
que tiene todos sus ángulos entre sí ignales, y todos sus 
lados tambien, el inscrito que senos ha pedido. 

Tambien podríamos haber formado al polígono ins- 
crito ab/0d'e, que no se diferencia del abede mas que en 
la posicion, tirando las rectas AO, BO, CO £cc, desde 
los vértices de los ángulos del polígono circunscrito ABC 
DE al centro del círculo inscrito, y juntando los puntos 
abc «c. en que estas líneas cortan á la circunferencia de 
este mismo círculo, Con efecto, pues que AO =BO,40 
=)»'0,, tendremos que 

AO: d0:: BO: YO; 
y de consiguiente la recta a/b' habrá de ser paralela 4 la 
AB ($. 60); los triángulos AOB yO)” serán entre sí 
semejantes, y lo mismo podemos decir de BOC y vOc, 
y asi sucesivamente: siendo homólogos á los lados AB, 
BC, CD éxc. los lados alb', Dc”, c'd' 8rc. habrán estos de 
ser iguales entre sí; y ademas se probará como anterior- 
mente que comprenden ángulos iguales. 

150: Corolario. En vista de lo que precede será fá- 
cil determinar el valor del lado AB del polígono circuns- 
crito. Con efecto, siendo entre sí iguales las rectas Aa y 
y Ab($. 149), asi como las Oa y Ob, la línea AO: es 
perpendicular á la 2h en sn punto de enmedio ($. 29); 
y los triángulos OGa y OAa por tener los dos ángulos 
rectos, el uno en G y el otro en 2, y ademas un ángulo 
comun en O serán semejantes. De esto se deduce que 

OG :0Ox4::4G :2A; 
Ó que OG : Ox :: hab: ¿AE; 
abx0a 
eS 


V/0% —(3abY 


niendo presente que el triángulo rectángulo OGa nos. da: 


de lo cual resulta que AEÓ AB= 
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2 

ve=lañ ia = Vo?.-Gab) 

151. * Observacion. Es muy importante observar qué: 
á proporcion quese multiplican los lados de un polígono 
inscrito, aumenta su contorno ó perímetro; al paso que 
en las mismas circunstancias disminuye el del polígono 
circunscrito. Con efecto, si dividimos el arco 44D, fig. 
88, en dos partes iguales, y tiramos las cuerdas ax y Fig. 88.- 
a'b, tendremos en ellas dos lados consecutivos: del polí- , 
gono inscrito con un número de lados doble del que ten= 
ga el polígono cuyo lado sea el ab. Tirando en segui- 
da 4 4O la perpendicular AB”; las rectas :aA/!,: Ala”, 
aB' y B', serán otros tantos semilados del polígono cir 
eunscrito correspondiente al inscrito cuyo lado sea aa 
($. 149). Ahora puede ya bien verse que las porcio= 
nes 4Ab, aA'B'b, ab, adb estarán contenidas en los con- 
tornos Ó perímetros delas polígonos de que forman parte, 
tantas veces como el arco a4'b lo esté: en la circunferen- 
cia entera; y de consiguiente serán partes semejantes de 
cada contorno Ó perímetro. Y pues que 22 + 4/b > ab, 
el contorno del segundo polígono inscrito debe ser mayor 
que el del primero, 

Por otra parte, siendo B'A'<AA'+ AB/, resulta que 

aNB'b<dA +bA ($15), 

y que de consiguiente el contorno ó perímetro del segun- 
do polígono circunscrito es menor que el del primero. 

Bajo esta suposicion , una vez que el polígono'inscri- 
to es siempre mebor que el correspondiente: circunscrito, 
y aumenta de contorno cuando se multiplican sus lados 
mientras el otro disminuye, es de inferir que la diferen- 
cia de los polígonos disminnye asimismo en las mismas cir- 
ennstancias. Aun se pueden determinar dos polígonos, uno 


Fig. 87: 


134 ELEMENTOS 

inscrito y otro ciremnscrito, tales que la diferencia de sus 
contornos ó perímetros sea menor-que cualquiera canti- 
dad dada M, por pequeña que séa. Para convencerse de 
esta verdad, basta traer 4 la memoria que:los. contornos 
de los polígonos regulares de un mismo número de lados 
son entre sí como Jos radios de los círculos:4 que estan 
circunscritos ($. 140); pues si designamos por P-al con- 
torno del polígono ABCDE, fig..87, y por:p:al del po= 
lígono abcd; , tendremos: 

P:p::04:0G ; 
de donde se inferirá que 


P=p:P ::04—0G : Oa; y de consiguiente 
aGxP 
Oa * 


debiendo tener entendido que nada se opone á que tome. 
mos á la pequeña línea 2'G mas pequeña que cualquiera 
otra cantidad que se quiera; porque habiendo aplicado 
sobre el radio Oa! una parte a'G de la pequeñez que se 
apetece, se tira la cuerda 4b3 y en caso que el arco a4a/b 
no sea parte alicuota de la circunferencia, bastará tomar 
una parte alicuota menor que el tal arco, y por este me- 
dio vendrá 4 ser mas pequeña la línea análoga 4 la a'G. 

Se puede, pues, multiplicando cuanto sea necesario 
los lados del poligono, reducir al grado de pequeñez que 
se quiera á la cantidad Pp. 

152.  Corolario, Pues que segun cuanto precede 
disminuyen mas y mas los contornos de los polígonos cir= 
cunscritos, á proporcion que mas se van acercando 4 la 
circunferencia del círculo; al mismo tiempo que en las 
mismas circunstancias aumentan los de los polígonos ins- 
critos, es bien claro que la circunferencia del círculo es 


B=f= 
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menor que el contorno ó: perímetro del polígono circuns- 
crito, y mayor que el del polígono inscrito. Se diferen= 
ciará , pues, menos de cualquiera de los dos contornos la 
circunferencia! que lo que ellos:se diferencian entre sí; y 
de consiguiente se podrá determinar un polígono inscrito: 
Ó circunscrito, tal que la diferencia entre su contorno y la 
circunferencia del círculo sea menor que cualquiera canti- 
dad dada, por pequeña que sea. , 

En esta propiedad está fundado el método de que se 
valió Arquimedes para determinar de un modo aproxi- 
mado la razon de la circunferencia al diámetro; y yo ha- 
ré de él un uso semejante cuando haya hecho ver que 
la tal razon es una misma en todos los círculos; para lo 
cual estableceré 'un teorema que pueda aplicarse á todas 
las proposiciones del mismo género que la que me pro- 
pongo demostrar. 

TEOREMA. 


153. Si dos cantidades invariables Ay B:son tales 
que se pueden demostrar: que su' diferencia A—B es me- 
nor que otra tercera cantidad $, por pequeña que sea es. 
ta última, en tal caso son entre sí iguales aquellas dos 
cantidades. z ] z 

Demostracion. Con efecto, si fuesen desiguales, ne- 
cesáriamente tendríamos A'—'B=D,, indicando por D la 
diferencia de ellas; en cuyo caso seria ya imposible tomar 
4 9 de modo que fuese menor que la D, ni por consi- 
guiente tan pequeña como se querria, 

Observacion. En la última-proposicion'merece la ma- 
yor atencion la palabra invariable , Porque puede muy 
bien hallarse, por ejemplo una cierta: expresion de Y 2, 
que no se diferencie de la verdadera mas que en una can- 
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tidad menor que cualquiera otra que se quiera, sin llegar 
jamas sin embargo al valor exacto de Y/'2; pero los re- 
sultados varían á cada nueva aproximacion, mientras que 
las cantidades A y B no son susceptibles la, una y la otra 
mas que de una sola determinacion. 


TEOREMA, 


154. Las circunferencias de los círculos son entre sí 
como sus radios 6-sus diámetros. 

Demostracion, Pues que dos polígonos de cualquier nú- 
mero de lados,con tal que el uno tenga tantos como el otro, 
son entre sí como los radios de los círculos en que se hallen 
inscritos; si designamos por p y p” los contornos Ó perímetros 
de los polígonos, y: por R y R'los radios de los círculos cor- 

hi Y a 


de 


respondientes , tendremos 2 =—. Por otra parte pode- 
p., R 
mos imaginarnos que el número de los lados de los polí- 
gonos «sea tal, que las diferencias entre sus contornos y 
la circunferencia del círculo en que cada uno de ellos es- 
té inscrito , sea menor que una cierta cantidad que se quie- 
¿ Y) 

ra. Si, pues E representa la razon de la circunferencia, la 


diferencia , en caso que exista.alguna, entre la dos. razones 


RN 
o podrá reducirse á tal grado de pequeñez cual 
e 


se quiera. Siendo tambien esta diferencia la de las razo- 


: RN Re 
nes inyariables E y dl pues que > A se infiere 
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que se puede demostrar que la diferencia entre las canti- 
Y / 
dades ls Í 5 menor que toda cantidad 


dada; y de consiguiente, con arreglo á la proposición an- 
Ñ 1 


terior, tendremos S=x* 6C:C':: R :R' ó lo que 


equivale á lo mismo, C :C':: 2R:2R“::D:; D', de- 
signando por D y D' los diámetros de los círculos pro- 
puestos *, 

155». Corolario. La última proposicion nos hace ver 
que la razon de la circunferencia al diámetro es una mis. 
ma en todos los círculos, y que por. medio de ella se pue- 
de calcular en todo caso la longitud de una circunferen- 
cia , cuyo radio se conoce, Con efecto, si por qe designa- 
mos aquella razon, ó lo que es equivalente, la circunfe- 
rencia. de un círculo, cuyo diámetro sea. tenido por uni- 
dad, tendremos constantemente esta proporcion ; 


* Esta proposicion puede demostrarse inmediatamente de muchos 
modos por medio de:razonamientos análogos á los del $. 58, hacién= 
donos cargo de que por pequeña. que:sea la diferencia de la. magnitud 
de dos círculos”, siempre podemos formarnos idea de un polígono re- 
gular mayor que el uno, y menor que el otro. Euclides (lib. 2017 pro- 
pos. 16) ha presentado bajo una forma muy elegante esta proposición, 
que resulta de la del $. 152 Supone el citado autor que desde un cen- 
tro comun OY, fig. 89, se hayan descrito los dos círculos ; en cuyo ca- 
so es bien visible que si se-tira al círculo interior la tangente MN, y. 
se toma sobre el círculo exterior una parte alicuota menor que el ar- 
co MQN, contorno del polígono D/E/F/G/H/ construido sobre esta 
parte , no llegará 4.tocar la circunferencia del círculo pequeño. 

He aqui cómo Maurolico, autor de un célebre Comentario sobre 
Arquimedes, impreso en Palermo de Sicilia en 1685, se ha servido 
de esta observacion para demostrar la proposicion superior (pág 5 1112.) 

Si.én vez de saber que C.: C/ 2: DO : 4/0”, tuviéramos €: (/ An 
DO: D'O”, de modo que fuese D/0/ >4/0/, describiríamos sobre 


TOMO III. S 


Fig.89. 
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1:7::2R:C; 


de la cual se deduce : o 
C=2*R;R=—; 
27 


fórmulas con cuyo auxilio se determinará facilísimamen- 
te la magnitud de la circunferencia'C, siempre que esté 
conocido previamente el radio R, ó se hallará el valor de 
este, en caso que supongamos sabido de antemano el de 
la circunferencia. 

PROBLEMA. 


156. Determinar la razon aproximada de la cir- 
eunferencia al diámetro. 

Solucion. En el $. 152 podemos ver que no nos debe 
ser dificil resolver la cuestion propuesta, calculando en 
una de las series de polígonos que ya sabemos inscribir 
en un círculo, el contorno de un cierto número de los 
primeros, y el contorno de los polígonos circunscritos que 
les correspondan. Por este medio tendremos dos series de 


D/O” un círculo concéntrico al círculo C/, y en el primero inscribi- 
síamos un polígono D/E/F/G/H/, cuyo contorno no llegase 4 tocar al 
segundo. Comparando ahora este polígono con su correspondiente 
DEFGH en el círculo C, y designando por p/ y p los respectivos 
contornos de estos polígonos, tendremos: 
"DO: D'0/::p:p!; 
de donde se seguiria: C: C/ :: p.: p/5 proporción absurda, pues que 
C>p,y Y<p/. Tampoco se puede suponer que el cuarto término 
de la proporcion, cuyos tres primeros son C, C/ y DO sea menor 
4/07; porque si asi fuese, en designíndolo por X tendríamos : 
X :DO::4/0/: Z; siendo Z>DO:- 

é invirtiendo Ja proporcion C : C/:: DO: X, nos resultaria C/': C 22 
X,DO:: 4/0/ : Z: es decir, que el cuarto término de la proporcion 
C/:C::d/0:Z, sería mayor que el radio del. segundo círculo, lo 
cual se hademostrado que es absurdo en el primer caso de la demostracion. 

La ventaja que puede hallarse en este giro de demostracion, que 
como se ve , es muy antigua, es que nos pone en cierto modo á la vista 
el polígono que debemos considerar. 
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números , los unos mas pequeños, y los otros mayores 
. que la circunferencia ; y las continuaremos hasta yer que 
la diferencia de dos números correspondientes de las dos 
series venga áser menor que el grado de aproximacion 
que nos hayamos propuesto obtener en el valor de la cir- 
cunferencia. Yo voy á practicar esta investigacion en los 
polígonos de 6, de 12, de 24 8cc. lados inscritos y cir- 
cunscritos 4 un círculo, cuyo radio sea= 1, 

Sea, pues, a el lado de un polígono inscrito cual. 
quiera; A el del polígono circunscrito correspondiente; y 
por último a' el del polígono inscrito con un número de 
lados doble del del primero, 

Por de contado tenemos ($. 150): 


Comenzando ya por el exágono inscrito, tendremos 


4= 15 y nos resultará A . Será consiguiente igual 


5 


á 6 el contorno del polígono inscrito; el del exágono cir= 


7 ; 12 ; b 
cunscrito equivaldrá 4; y la circunferencia se hallará 


3 
12 ; 
comprendida entre los dos números 6 y 72 Se obten- 
3 


drán límites mas estrechos y aproximados, pasando á los 
polígonos regulares de 12 lados, y 4 los demas que le 
siguen. 
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Sean, pues, a!, a”, al” £<c. los lados de los polígonos 
inscritos de 12, de 24, de 48 £tc. lados; A”, A”, AY 
gcc. los lados de los polígonos circunscritos correspondien- 
tes ; siendo 1 el radio del círculo, su circunferencia será 
am ($. 155); y si á fin de abreviar se supone que pa 


x 12. AA 2 UM YE 
Y Y a Y ga 


£xc. nos resultarán 'con arreglo. á las fórmulas anteriores: 


: AS a > 124! 
a=V2= ¡ A; 2% 

V3s no <r2 A! 

a, a” > 2 a” 

EME 22 AM; 27 4 7) 

pl <24 A 


=V a=ar ar" Jaras 


$e. Sic. 


m 


q >4 
pr ODA 48. AY 


Sc. 


Se tendrá presente que /3 =1,732050807568877 *, 


a' =0,517638090205 


14 


Loya 0,965925826289 


a" =0,261052384440. 


7” =0,991444861374 
a'"=0,130806258460 
7" =0,997858923234 
Iv S + 
a =0,065438165643 


iv 


r =0,999464587476 


12 4 =6,2116571 
12 A =6,4307806 
24 4” =6,2652572 
24A" td 
48 a"=6,2787004 
Po, 2921724 
96. =6 ,2820639 
964. =6 ela 


* Véanse las Memorias de la A cadimia de Ciencias de 1747, 


PÍg 445- 
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e v - 
s.= 0,032723463253 1922 =6,2829049 . 
v v 1 
r-=0,999866137909': ": 192bh =6,28374613, 
yi , 1 


vi 


a =0,016362279208 3844 ASA: 
vI 2 vr o S 
7 =0,999966535917 3844: =6,2833260), 
vu 


vir 


vi 
 =0,999991638444 10" 7684..=6,2832203), 
var vir 


a =0,004090612582 al 
nr 


a =0,008181208052 AE 


vu VI ¿ 

r =0,999997908359 15364 =6,2831941 

a =0,002045307361 30724 =6,28318423* 
r =0,999999477089 30724 a 
2 =0,00102265$3814 — 61444 e po 


7. =0,999999869272 6144A =6,28318585" 
x : me xI 

A 9,000511326934 122884 =6,2831852 
xI , 

Y =0,999999967318 122884 eses 


Por el estado que precede, se viene en conocimiento 
de cómo se van aproximando mas y. mas entre sí los perí- 
metros de: los “polígonos: inscritos y. circúnscritos: corres= 
pondientes; pues, como: bien sewve, los de los polígonos 
de 12288 lados se diferencian solo en dos unidades de- 
cimales del séptimo órden. Por tanto podremos inferir 
que las siete primeras cifras, que son comunes al uno y 
al otro, pertenecen necésariamenté 4 la circunferencia del 
círculo , cuya longitud será de consiguiente 6,283185, 
con menos de una millonésima de diferencia. 

Si adoptamos como expresion del valor de la magni- 
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tud de la circunferencia de un círculo al valor medio de 
los polígonos inscrito y circunscrito con 12288 lados ca- 
da uno, nos resultária 6,283 1853:como valor exacto de 
ella, sin exceptuar' ni la última cifra. Será, pues, la rá- 
zon del diámetro 4 la circunferencia la de 2:6,28318 $3 
ó la equivalente: 1:3,1:415926, dividiendo los dos tér- 
minos,por+2. De modo, que 3,1415926 es un valor 
aproximado de la. razon designada por xr ($. 155): y 
suponiendo queseaC=1, vendrá á ser 2R=0,3 183099, 
número que nos representa al diámetro, siempre que por 
suposicion sea la circunferencia la unidad. 

Arquimedes se limitó al cálculo de los perímetros de 
los polígonos inscrito y circunscrito de 96 lados, y deter- 
minó que la circunferencia del círculo era <3 2 y >32; 
lo cual nos dió á conocer la razon tan sabida de 1: 3: ó 
la de 7: 22. Posteriormente se ha lleyado mucho mas 
adelante la exactitud; mas entre todas las razones cono- 
cidas merece por su sencillez y exactitud una particular 
atención la razon de 1.134 35 5., pues que trasformándo- 
la en una expresion decimal, se reduce á 3,1415929, 
la cual es enteramente verdadera, á excepcion de la últi- 
ma cifra. Al dar cuenta Adriano Mecio en su Geometría 
práctica de tal razon, la atribuye 4 su padre Pedro Me- 
cio, que la habia publicado en una refutacion de la cua- 
dratura del círculo de Simon Duchesme *, 


» Las investigaciones de los sabios ingleses en la India nos han da- 
do áconocer una razon de la circunferencia al diámetro , mas AProxXi- 
mada 4 la verdadera que la de Arquimedes, y que ellos miran como 
mas antigua. Es justamente la de 2927 á 1250, consignada en una obra 
de Bramines, titulada 4yien Akbery, Viene 4 reducirse 4 la expresion 
decimal 3,1416, que no es exacta, cuando mas, sino hasta las diez- 
milésimas, y de consiguiente del cálculo del perímetro del polígono 
de 768 lados. 

Bueno es saber que las raz0nes 7:22 y 113: 355 sc presentan 


| 
| 
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157. Observaciones. No es el estado de que hemos 
dado' muestras el medio mas expedito dé obtener el valor 
del lado del último polígono que en él: está: contenido; 
queda reducido á la mitad el número de extracciones dé 
raices; calculando en vez de los lados:de los polígonos in- 
termedios las cuerdas BC, B'C, fig. So, de los arcos que 
es necesario agregar á los-arcos AB y AB' para completar 
la circunferencia. Con efecto, SN 


po= V 404850 = WAC'-Ar7, 


pues que los triángulos ABC y AB'C, formados sobre el 


diámetro, y que tienen uno de sus ángulos en el vérti- 


ce en la circunferencia , son necesariamente rectángulos 
(S. 114)5 y si tomamos por unidad al radio AO, y que 
designemos por a y a' 4 las AB y AB', y por D y »'á las 
BC y B'C; siendo, como suponemos, AC=2, resultará: 


b= Vado = Va a”; 


y pues que ($. ant.) tenemos a! A a nos 
resultará ; 


ali Mai 6, lo que es lo.mismo, 44=2- bh; 
y sostituyendo este valor en el de )”, vendrá á trasformar= 
por sí mismas en la serie de las fracciones aproximadas que encontra- 


mos, cuando convertimos 4 fraccion continua (4Aritm. 5.163) la frac- 
cion ordinaria que corresponde. 4 la razon expresada anteriormente en 


decimales ( Aritm, $. 85). Mas como no'sea rigurosamente exacta la, 
tal razon, no debemos avanzar el cálculo hasta el extremo; y nos" 


convendrá Operar 4 un mismo tiempo sobre las dos fracciones: 
31415926 31415927 : 
10000000 . 10000090 
la una menor y la otra mayor que lá razon exacta , y reducirnos á los 
cuocientes que sean comunes 4 las dos operaciones, ( Para MAYOL tX- 
tension véase el Complemento de los Elementos de Algebra.) 


Fig. 80. 
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seen bh! =W2+b: en seguida pasaremos de bá b! extrayen- 
do la raiz cuadrada de la primera cantidad aumentada del 
2; y del mismoniodo tendremos 4 >=/245'; en Ja:cual. 
yo representa la cuerda BC del arco correspondiente á 
AB”, mitad de AB/;»y.asi sucesivamente; 

a pi SURBESS pS 4=1, nos ocurrirán : 


Ads hz v3=157320508075 
=vV2+ 17320508075 =1,9318516525 
1=Voe 19318516525. =1,9828897227 
2 - a+ 1,98 119548897227, =1,9957178465 
po =V2+ 1, 9957178465 =1,998929.1749 
p =vV2+ 1,9989291749 =1,9997322758 
hb =V1+1,9997322758 =1,9999330678 
bU=V2+ 19999330678: =V39999330678 
y correspondiendo el-símbolo b á un polígono de seis la- 
dos, b' habrá de corresponder al de 12; 0” al de 245 
bal de 48; DP al de 96; Dal de 192; Pal de 384; 
y DY al de: 768, toda por a""! el lado de este 
último, tendremos: il Er 3189 j 


SV 4 4 o 


=VY0 0000669322: =.0,00818121; 
y multiplicando este' filtimo número por 768, obtendre- 
mos el contorno del polígono ¡ inscrito de 768 lados,,: sen los, 
mismos términos que enel estado anterior; y calculare- 
mos en seguida el perímetro del polígono circunscrito cor- 
respondiente, 
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PRIMERA PARTE. 


SECCION SEGUNDA; * 
Del area de los polígonos, y de la del círculo. 


158. Por superficie de una figura cualquiera enten- 
demos la parte de extension que'se halla comprendida 
entre las líneas que terminan la tal figura. A' esta exten- 
sion la damos tambien el nombre de area de la figura. 

Seria muy conveniente aplicar con especialidad la voz 
area á la extension superficial, siempre que la considere- 
mos con relacion 4 su magnitud; en vista de que se:ha- 
ce con mayor frecuencia uso de la palabra superficie, paz 
ra designar la forma , prescindiendo de toda especie de lí- 
mites *; y: esto es lo que yo pienso hacer en el curso de 
esta' obra. 14 

159. - Por otra parte, es muy evidente, como que 
se nos ofrecerán muchos ejemplares de ello en lo sucesi- 
vo, que dos figuras de muy diferentes formas pueden con- 
tener areas iguales. Esta circunstancia me reduciré 4 ex= 
presarla, diciendo con M, Legendre que las dos tales fiz 
guras son equivalentes , y reservaré la denominacion de 
iguales para las figuras semejantes que en caso de sobre- 


+ Ordinariamente decimos con efecto una superficie curva por 
oposicion al plano y á la superficic plana; Y Para determinar su exten- 
sion, sería necesario que hiciésemos uso de la expresion la superficie. de 
una superficie curva, la cual es muy viciosa en todos sentidos mien» 
tras que el area de una superficie curva es una expresion clara y cor= 
recta al mismo tiempo, Adoptándola, conservamos la analogía entre 
las líneas y las superficies, pues que estas palabras se aplican sola- 
mente 4 las formas; y de este modo la voz area viene 4 ser para este 
segundo caso la análoga de la voz longitud para el primero. 


TOMO. III. T 


Fjg.go. 
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poner la una á la otra, pueden confundirse exactamente 
en una. 

160. Enlos triángulos y en los paralelógramos se 
elige arbitrariamente uno de los lados, al cual se da el 
nombre de base , y al mismo tiempo llamamos altura á la 
perpendicular bajada desde el vértice del ángulo opuesto 
al lado elegido en el triángulo, ó de un punto cualquie- 
ra del lado opuesto en el paralelógramo. 

"BD y B'D', fig. 90, son las alturas de los triángu- 
los ABC, A'B'C,, en la suposicion de que se hayan esco- 
gido para bases á los lados AC y A'C', Conviene tener 
presente que cuando la perpendicular caiga fuera del tri- 
ángulo, viene á ser, propiamente hablando , perpendicu- 
lar sobre Ja prolongacion de la base. 

El vértice del ángulo opuesto á la base se llama el 
wértice del triángulo. 

La recta IK es la altura del paralelógramo EFGH, 
Bien claro se ve que permanecerá la misma, sea cual fue- 
re el punto del lado HG, de donde se la baje ($. 65). 

No es menos evidente que los triángulos , cuyas ba= 
ses se hallen en una misma recta, y cuyos vértices exis- 
tan en una línea paralela 4 las bases, tienen la misma al- 
tura; es decir, que los triángulos comprendidos entre 
unas mismas paralelas tienen una misma altura. Los trián- 
gulos ABC, A'B/C' y el paralelógramo EFGH tienen 
todos tres la misma altura, pues que en virtud de la na= 
turaleza de las paralelas AF y BG, las tres perpendicu- 
lares BD, B'D' €IK, son todas entre sí iguales ($. 55). 


TEOREMA. 


161 Dos paralelógramos de una misma 6 de igua- 
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les bases, y de una misma 6 de iguales alturas , son 
equivalentes. 

Demostracion. Teniendo , Como se supone, una mis- 
ma Ó iguales bases los dos paralelógramos,” podremos 
considerarlos como colocadas la una sobre la otra de mo- 
do que se confundan entre sí; y Como tienen ademas 
la misma altura, es forzoso que el lado paralelo á la base 
del primero coincida con el opuesto á la base del segun= 
do, Ó que se hallen los dos en la prolongación de una 
misma línea, segun se nos presentan en las figuras 91 con Fig. 9L» 

respecto á los paralelógramos ABCD y ABEF, 
: En esta suposicion, los triángulos ADE” y BCE son 
iguales por tener respectivamente iguales los lados AD 
y BC, y tambien los AF y BE, como lados opuestos que 
entre sí son de unos mismos paralelógramos; y ade- 
mas tienen iguales los ángulos DAF y CBE por ser en- 
tre sí paralelos los lados que los comprenden, y estar di- 
rigidas en un mismo sentido sus aberturas. Si del cuadri- 
látero ABED se quita por una parte el triángulo ADF, 
Y por otra al BCE, nos resultarán necesariamente dos 
cantidades entre sí iguales, de las cuales será la una e pa- 
ralelógramo ABEF, y la otra el paralelógramo ABCD. 


TEOREMA. 


162. Cualquier triángulo es la mitad de un para- 
lelógramo de la misma base y de la misma altura. 
Demostracion. Si por los vértices B y C de dos de 
los ángulos del triángulo ABC; fig. 92, se tiran las rec- Fig. 92. 
tas BD y CD respectivamente paralelas 4 los lados AC y 
AB, la figura ABCD será un paralelógramo ($. 79) 
que tiene la misma base y la misma altura que el trián- 


Fig. 93. 
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gulo propuesto ($. 160); y siendo entre sí ignales los 
dos triángulos ABC y BCD por tener entre sí iguales asi 
los lados AB y CD como los AC y:BD:($.54), y ade- 
mas comun el tercer lado CB,:wendrá á ser necesariamen- 
te el triángulo ABC la mitad justa del paralelógramo 
ABCD, que tiene la misma base y la misma altura que él. 
163.  Corolario. De lo cual se sigue. que dos trián- 
gulos. que tengan la misma base y la: misma altura, son 
equivalentes, pues que son mitades de otros dos paraleló- 
gramos de la misma base y altura; los cuales, como ya 
se sabe, son equivalentes ($. 161). 


PROBLEMA. 


164. Trasformar un. polígono de un cierto número 
de lados en otro, que teniendo un lado menos le. sea equi- 
walente., 

Solucion. Sea, por. ejemplo el ¡pentágono. ABCDE, 
fig. 93» Júntense por medio de, una recta los ángulos E y 
C; y por el vértice del ángulo D, que se halla situado 
entre los dos primeros, tírese paralelamente á la EC la 
rectaDF', que detérmina en la prolongacion del lado AE 
un punto E, el cual, junto con el punto C, formará el 
cuadrilátero ABCF, equivalente al pentágono ABCDE. 

Para convencerse de esta verdad , basta tener presen- 
te que siendo nna misma la: base: EC de los dos triángu- 
los CDE y CEE, y hallándose comprendidos entre las 
paralelas CE y DE, deben ser entre: sí equivalentes 
($. ant.); y que agregando sucesivamente cada uno de 
los mencionados triángulos al mismo cuadrilátero ABCE, 
resultan del mismo modo el pentágono ABCDE, y el 
cuadrilátero ABCE. 
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No padecerá variacion alguna el método, aun cuan. 

do el pentágono ABCDE tenga algun ángulo entrante, 

como en la figura 943 solo habrá que tener en la demos- 

tracion cuidado que el pentágono ABCDE y el cuadri- 

látero ABCE se forman entrambos,, quitando del cuadri- 

látero ABCE los triángulos equivalentes CDE y CFE. 

Bien claro se ye que la construccion y los razona- 

mientos que preceden pueden aplicarse 4 cualquier polí- 
gono que se quiera, : 

165.  Corolario. Si efectuamos. en el cuadrilátero 
ABC una construccion parecida á la que acabamos de 
efectuar, lo vendremos ó trasformaremos en un triángulo 
equivalente; y del mismo modo convertiremos 4 un polí- 
gono cualquiera en un triángulo que á él equivalga. Si 
nos propusiéramos , por ejemplo, un exágono, podríamos 
trasformarlo primeramente en un pentágono; en seguida 
haríamos de este un cuadrilátero equivalente; y finalmen- 
te lo convertiríamos en un triángulo que á él equivaliese. 


TEOREMA. 


166. Dos rectángulos ABCD y EFGH que tengan 

la.misma base, fig. 95» son entre sí como sus alturas *. 

Demostracion. En esté caso, lo mismo que ($. 8), 

las alturas AD-y EH de los dos paralelógramos pueden 
ser entre sí comensurables 6 incomensurables, 

En el primer supuesto si dividimos las alturas ADy 
EH en partes como Ad y Eh, iguales 4'su comun medi- 
da, y levantamos perpendiculares en los puntos de: divi= 
sion , nos vendrán á resultar en cada uno de los rectángu= 


* He variado la propuesta de este teorema á fin dé hacerlo semne= 
jante al de la proposicion del $. 255, que le es análogo. 


"Fig. 94. 


Fig. 95. 


Fig. 96. 
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los propuestos tantos rectángulos iguales, cuantas divisio- 
nes haya en la altura dé cada uno; pues que la base de 
todos estos rectangulitos habrá de ser igual á AB, y to- 
das sus alturas deberán ser iguales entre sí. La razon de 
los dos rectángulos ABCD y EFGH será evidentemente 
igual á la de los dos números que nos expresen cuántos 
rectangulitos contiene cada uno de ellos: números que son 
precisamente los mismos de las partes iguales contenidas 
en las alturas AD y EH. Tendremos, pues: 
ABCD : EFGH :: AD : EH, 
Y como en el caso propuesto el rectángulo ABCD apa- 
rece dividido en cinco partes iguales á la ABcd, al mis- 
mo tiempo que el rectángulo EFGH se nos representa 
dividido en solas tres, deduciremos esta proporcion: 
ABCD : EFGH :: 5: 3. 
Cuando sean entre sí incomensurables las alturas AD 
y EH, fig. 96, se puede fácilmente hacer ver que la ra- 
zon de los rectángulos ABCD y EEGH no puede ser ni 
mayor ni menor que la de sus alturas. 
Con efecto, si tuviéramos 
ABCD: EFGH :: AD: El, 
siendo El mayor que EH, é imaginásemos dividida la 
AD en partes iguales menores que HI, y que se lleva» 
sen estas partes sobre la EH desde E hácia H, caeria ne- 
cesarlamente un punto de division % entre H é 1; y le- 
vantando por este punto á la EH la perpendicular %g, 
tendremos el rectángulo EFgh, que nos dará: 
ABCD : EFgh :: AD : Eh, 
pues que las alturas AD y EZ serian incomensurables en- 
tre sí por construccion; y comparando esta proporcion con 
la anterior , se deduce facilísimamente de ellas 


EFGH : EEg) :; El: Eh; 
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lo cual no es humanamente posible, por ser EFGH < 
EFgh, y El > E». s 

Llevando el punto 1 al otro lado del GH en IT, tam- 
Poco se podrá obtener la siguiente proporcion: 
ABCD : EFGH :: AD: El; 
porque al tomar en »/ el punto de division correspon- 
diente á h, tendríamos primeramente con respecto 4 las 
alturas AD y El”, que son comensurables entre sí, 
ABCD : ERg/M :: AD EX, 
la cual nos conduciria todavía á esta otra: 
ABCD :; EEg/% :: El : EX, 
y que no pnede ser menos de ser absurda, á cansa de que 
EFGH >EFg/, y El <E7, 
No pudiendo , pues, ser mayor ni menor que la de 
ADá EH, la razon del rectángulo ABCD al otro rec= 
tángulo EFGH, será forzosa consecuencia: 


ABCD : EFGH :: AD: EH, 
TEOREMA. 


167. Dos rectángulos cualesquiera son entre sí como 
los productos de su base por su altura, ó como los pro- 
ductos de dos lados contiguos. 

Demostracion. Si de la base del paralelógramo ABCD, - 
fig. 97 , tomamos una Parte Ab, igual á la base del pa- Fig. 97. 
ralelógramo EFGH, y tiramos la recta bc paralela 4 BC, 
nos resultará, con arreglo al teorema anterior: 

—AbcD: EFGH :: AD: EH; 
tomando despues AD por base de los paralelógramos 
ABCD y AbcD, que entonces tendrán por alturas la AB 
y la Ab, podremos concluir; 
ABCD : ADD :: AB: Ab, 


152 ELEMENTOS 

Mnltiplicando ahora por órden estas proporciones 
con el cuidado de omitlr el factor AbcD, comun á los 
dos términos de la primera razon compuesta, y sostituir 
en lugar de Ab su igual EF, tendremos: 


ABCD : EFGH :: ABx AD: EF x EH, 
resultado en que se verifica la propuesta del teorema *. 
168. Observacion. No siendo otra cosa medir las 
cantidades que comparar entre sí las de la misma especie, 
bien se deja conocer que la medida de las cantidades de- 
be tener por objeto el determinar cuantas veces contiene 
una area cualquiera 4 otra que arbitrariamente hayamos 


* Aqui me he valido de la multiplicacion por órden, como del 
medio mas sencillo de conseguir el resultado que se apetecia; mas po= 
dia muy bien suceder que se experimentase alguna dificultad en con- 
cebir esta variacion, en la cual parece que se deben multiplicar las areas 
entre sí. Con todo, esta dificultad dejará de existir luego que se ima- 
gine que estas arcas, para ser comparadas unas con otras, estan previa- 
mente referidas á una cierta y determinada'area, adoptada por medida 
comun ó por unidad, Y aun puede darse mayor claridad Í este pasa- 
ge , poniéndolo en estos términos: 


EFGH_EH 
AbD:EFGH :: AD: EH, AHD AD 
Las proporciones dan 
AB D:: AB: A> tl 
EDO ta AECD AB 


lo cual no presenta oscuridad alguna y Puesto que tratamos de razones 
de cantidades homogéneas. En este supuesto, designando el quebrado 


A cuantas veces está contenida el area AZeD en la EFGH, asi co- 


mo la fraccion AB 0S manifiesta cuántas veces está contenida el area 


ABCD en la AbcD, el número de veces que la primera está conteniz 


4 pra EH A5 
da en la última, estará de consiguiente expresada por —x == 
AD AB 
EF EH 


ABAD , concibiendo referidas las rectas á una medida comun. 
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adoptado para que nos sirva de término de comparacion 
ó de unidad. Medir, por ejemplo, el rectángulo ABCD, 
fig. 98, es tratar de determinar cuántas veces contie- 
ne este rectángulo 4 un cuadrado abcd, en el cual se su- 
ponga que el lado ab sea igual á la recta elegida para 
medida comun de las longitudes de las rectas; y con arre- 
glo:á lo expuesto , y refiriendo 4 la medida comun la ba- 
se y la altura AB y BC del paralelógramo ABCD, nos 


resultará: 
abcd: ABCD :: abxbc : ABXBCO;Ó 3: 1 e x EE 
a C 


lo que pone en claro que el rectángulo ABCD contiene 
al rectángulo abcd, ó al area adoptada por unidad tan- 
tas veces como el producto del número de unidades linca= 
res contenidas en su base AB, y multiplicado por el núme- 
ro de unidades lineares contenidas en su altura BC, con- 
tiene d la unidad numérica ; expresion cuya exactitud es 
evidente, por estar ya reducidas á números las razones. 
El deseo de abreviar ha inducido 4 decir, que el area de 
enalquier rectángulo es igual al Producto de su base por 
su altura; debiendo estar siempre con el cuidado de en- 
tender y restablecer la primera proposición, cuando dé 
motivo 4 ello la mala inteligencia de la segunda. 

La verdad de la proposicion antecedente resulta de la 
mera inspeccion de sola la figura, siempre que el lado del 
cuadrado elegido por medida comun esté contenido exacra- 
mente en la base y en la altura del rectángulo ABCD. Ti. 
rando entonces por todos los puntos de division de la altura 
BC rectas ef paralelas 4 la AB, nos resultará dividido el 
rectángulo ABCD en tantos rectángulos iguales, ó en 
tantas bandas ó fajas iguales, cuantas contiene su altura á 
la ab; y cada una de estas bandas puede dividirse, del 

TOMO J11. y Y 


Fig. 98. 
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mismo modo que la ABef, en tantos cuadrados Begh, to= 
dos iguales al 2bcd, cuantas veces contiene la base AB á 
la ab. El número total, pues, de los cuadrados iguales al 
Begh, contenidos en el rectángulo ABCD, es igual al de 
las bandas ABef, multiplicado por el número de cuadra- 
dos contenidos en cada una: lo cual compone el producto 
del número de unidades lineares de la base por el núme- 
ro de unidades lineares de la altura. 

169.. 1. Corolario. Siempre que sean entre sí igua- 
les los dos lados AB y BC del rectángulo, en términos 
que haya pasado á ser cuadrado, en tal caso su area se 
medirá formando la segunda potencia de su lado AB; es 
decir, que contendrá al cuadrado abrd elegido por uni- 
dad, tantas veces cuantas la segunda potencia del número 
de unidades lineares contenidas en su lado contenga á la 
unidad numérica; y de esto nace que se llama tambien 
suadrado de un número á la segunda potencia del mis- 
mo número, 

170. 2. Corolario. El area de cualquier paraleló- 
gramo se mide por el producto de su base por su altura, 
Con efecto, siendo entre sí equivalentes los paralelógra- 
mos de una misma base y de una misma altura ($. 161), 
cualquier paralelógramo habrá necesariamente de ser 
equivalente al rectángulo de la misma base y la misma 
altura, Se infiere asimismo que siendo entre sí dos parale= 
lógramos cualesquiera como sus respectivas medidas, es- 
tarán de consiguiente en la razon de los productos de can 
da base por cada altura respectiva, ó simplemente en la 
razon de las bases, si son iguales las alturas; ó en razon 
de las alturas cuando tengan la misma base. 

171. 3.* Corolarío. Siendo todo triángulo la mitad 
de un rectángulo de la misma base y de la misma altura, 
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habrá de medirse el area de todo triángulo tomando la 
mitad del producto de su base por su altura. Y siendo en- 
tre sí las mitades como los todos, cualesquiera triángulos 
vendrán á tener la misma razon que los paralelógramos de 
que hacen partes y de consiguiente la misma que la de 
la respectiva base por su correspondiente altura ($. atec.); 
Ó como sus bases, cuando sean iguales sus alturas; Ó co- 
mo sus alturas, cuando sean iguales las bases, 


PROBLEMA. 


172. Trasformar en un cuadrado á un paralelógra- 
mo, 6 4 un triángulo dado. 

Solucion. 1. Determinando una media proporcional en- 
tre la base AB y la altura DE del paralelógramo propues- 
to ABCD, fig. 99, hallaremos el lado FG del cuadrado Fig. 99. 
EFGH equivalente al paralelógramo dado. 

Con efecto, en virtud de la última construccion te= 
nemos:; 
AB : FG :: FG: DE; 

de donde se infiere que AB x DE=FG'; 


y como la medida del area del paralelógramo propuesto 
es ABx DE, y la del cuadrado EFGH, construido so- 


bre FG, esFG,, esta última figura debe ser equivalen- 
te á la otra. 

2. Por lo que respecta al triángulo A'B'D”, debere- 
mos primeramente buscar la media proporcional FG entre 
la base A'B/ y la mitad de la altura DE, pues en tal caso 
tenemos : 


AB: FG ::FG: 1D'E'; 


de la cual se sigue que LA B/x D'El=FG'; en cuya 
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ecuacion el primer producto representa el área del trián- 
gulo, y el segundo la del.cuadrado, 

173. - Corolario, Por medio del problema. anterior se 
puede trasformar cualquiera polígono en un cuadrado 
equivalente ; para lo cual será indispensable trasformarle 
en primer lugar en un triángulo segun el método ($.164), 
y en seguida se,convertirá inmediatamente el tal triángu- 
lo en un cuadrado; 

174.  Observacion. Pudiendo todo polígono ser di- 
vidido en triángulos (S- 81), no habrá inconveniente en 
valuar su area , calculando con separacion la de cada uno 
de los triángulos que lo componen, y tomando la suma 
de sus resultados. 

TEOREMA, 


Fig. 100. 175. El area de un cuadrilátero ABCD, fig. 100, 
en el cual son entre sí paralelos dos lados, y que se llama 
trapezio , se mide por el producto de la semisuma: de los 
dos lados paralelos, AB yCD, multiplicada por la altu- 
ra EF tomada entre estos lados. 

Demostracion. Si tiramos la diagonal CB, dividire. 
“mos el trapezio en dos triángulos ABC y BCD, cuya 
altura comun será EF; y siendo ABCD =ABC-+-BCD; 


"ABC=7ABx EF; 
BCD=:CD x EF; 


podremos concluir de estos antecedentes que 


ABCD=3 AB x BF +¿CDx CF=:(AB+CD)EF, 
lo cual es justamente la propuesa del teorema. 

Bueno será observar que la recta GH, tirada por el 
punto G de enmedio de uno de los lados no paralelos 
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del trapezio, es igual 4 2 (AB-+CD); porque siendo H 
el puntó de enmedio de la línea BD ($. 58) la semejan= 
za de los triángulos BCD y BHI hace ver con evidencia 
que 1H-=3 CD; asi como la de los triángulos ACB' y 
GCI prueba del mismo modo que GI=¿ AB, de lo cual 
resulta que ¡ 

GH =Gl+I1H=:2 (AB -+CD). 

Dividiendo tambien la:recta,GH 4 la EF en dos par- 
tes.jiguales ($. $8)'se habrá de hallar 4 igual. distancia. 
de los lados paralelos del trapezio; y se podrá decir de 
consiguiente: que él area del trapezto se mide por el pro= 
ducto de su altura, multiplicada poruna línea tirada á 
igual distancia de las dos bases paralelas, 


TEOREMA, 


176. Las arcas de los polígonos semejantes son en- 
tre sí como los cuadrados de los lados homólogos de los 
mismos polígonos. 

Demostracion. Si los polígonos propuestos fuesen 
unos triángulos cualesquiera ABC y abc, fig. 101, los Fig. ror. 
triángulos rectángulos BDC y bae, formados por las altu- 
ras de los primeros, serán semejantes, como. que ademas 
de tener los ángulos rectos D, y d, tienen:ademas. entre sí 
iguales los ángulos B y b;lo.cual nos da: 

CD :cd:: BC :b03 
pero en virtud de la semejanza de los triángulos. ABC y 
abc, habremos de tener tambien: 

AB: ab:: BC : bo; uy 
multiplicando estas dos proporciones: por su órden, y. diz 
vidiendo por 2 los dos términos de la primera razon de la 
Proporcion compuesta, nos resultará: 


Fig. $1. 
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AB x CD > 3 db x cd: BO" : he”, 
resultado, cuyos primeros términos expresan, las areas 
respectivas de los triángulos ABC y abc ($. 171); y de 


consiguiente ; 
ABC : abc :: BO : a 
2. Estando divididos dos polígonos semejantes 
ABCDE y abcde, fig. $1, en un mismo número de tri- 
ángulos semejantes ($. 89) y semejantemente, dispuestos, 
cada uno de los triángulos del' primer polígono será á su 
correspondiente en el segundo como el cuadrado de uno 
de los lados del primer polígono-es al cuadrado del lado 
homólogo del segundo, Tendremos, pues: 


o 


ABC: abc :: AB”: e 
; ER 


AEC : aec :: AE sae 


2 


EDC: ed ::ED': 24. 

Mas la semejanza de los polígonos nos da la siguiente se- 
rie de razones iguales: 

AB:ab:: AE: ae:: ED: ed, 
de la cual se deduce 

A o 2 22 

AB :ab :: AE :ae :: ED.:cd, 
lo cual demuestra la igualdad de las razones de cada uno 
de los triángulos de cada polígono á4 su correspondiente 
en el otro; y de donde resulta 

ABC: abr :: AEC: arc :: EDC: ede. 

Y de esta última serie de: razones iguales se deducirá por 
último 


ABC + AEC + EDC : abc == acc edo :: ABC: abc, 


Ñ —2 —e 
ó ÁBCDE :abede:: ABC: abo:: AB: ab. 
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El mismo razonamiento tendria manifiestamente lugar, 
cualquiera que fuese el número de lados de-los dos polí= * 
gonos propuestos. 
TEOREMA. 


177. Las areas de dos triángulos que tengan un 
ángulo comun, tienen la misma razon que los productos de 
los lados que comprendan el tal ángulo. s 

Demostracion. Luego que bajemos las alturas CD y 
FG, fig. 101, de los triángulos ABC y AEF resultan Fig. ror. 
formados los triángulos semejantes ACD y AFG, qúe dan 

CD: FG:::AC: AE; 00 
y con arreglo al $. 171, tendremos: 
ABC: AEF:: ABxCD: AEXFG. ' 

Si ahora.se multiplican por órden las dos últimas propor 
ciones , suprimiendo á un mismo tiempo el factor CD co- 
mun á los antecedentes, y el factor FG comun á los con- 
secuentes , resultará, conforme 4 la propuesta, que 


ABC: AEF :: AB x AC: AE x AF. 
| TEOREMA, 


178. El cuadrado AEHL, fig. 102, construido so- Fig. 102, 
bre la hipotenusa de un triángulo rectángulo ABE, es 
equivalente 4 la suma de los cuadrados ABCD y BEFG, 
construidos sobre los otros dos lados del mismo triángulo. 

Demostracion. Podríamos con' razon deducir esta pro- 
posicion de la del $: 75», ya que se ha hecho ver en 


aquel párrafo que AB” BEE AE; y que conforme 


al $. 169, los AB,BE' y AE son las respectivas me-= 
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didas de los cuadrados. ABCD , BEEG y AEHL;: mias 
suponiendo:estas consideraciones que lasulíneas y las areas 
se hallan referidas 4 números, he juzgado: conveniente 
demostrar la proposicion;valiéndome inmediatamente de 
las areas, á imitacion de Euclides, y sin hacer uso algu- 
no de razones de líneas. 

¿Para:ello es indispensable bajar desde el ángulo recto 
B del triángulo ABE sobre.la hipotenusa AE la perpen= 
dicúlar BK, y prolongarla hasta L, y enseguida tirar las 
líneas DE y BL. Teniendo el triángulo DAE la misma 
base AD que el cuadrado ABCD, y hallándose com» 
prendido entre las mismas paralelas AD y CE, deberá ser 
equivalente 4 la mitad del tal cuadrado ($. 162); asi 
mismo el--triángulo BAL. habrá de ser equivalente á la 
mitad del rectángulo AKIL, construido sobre su base AL, 
y comprendido entre las mismas paralelas AL y BI. Aho- 
ra bien, los triángulos DAE y BAL son entre sí iguales 
($. 16), porque el ángulo DAE, compuesto del ángulo 
recto DAB y del ángulo BAE es necesariamente igual al 
BAL, compuesto igualmente de un ángulo recto EAL y 
del ángulo BAE, y siendo ademas respectivamente igua- 
les entre sí los lados AD y AB,AL y AE, como lados 
que son de un mismo cuadrado : es, pues, la mitad del 
cuadrado: ABCD equivalente /á la del rectángulo AKIL; 
y de consiguiente el. mismo cuadrado ABCD será equi- 
valente'al rectángulo AKIL. Del -mismo' modo:=se hará 
ver qué el «cuadrado BEEG+es equivalente al rectángulo 
EHIK;. y de:todo:esto resultará que el cuadrado AEHL, 
compuesto'de los:dos rectángulos AKIL y EHIK es equi- 
valente á la suma de los dos cuadrados ABCD y BEFG. 

179. 1. Corolario. Pues que tienen una misma al- 
tura AL los rectángulos AKIL, y EHIK y el cuadrado 
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AEHL, habrán de ser entre sí como sus bases ($. 170); 
de modo que tengamos: 

ABCD : BEFG : AEBL :: AK: KE: AE; ; 
es decir, que los cuadrados construidos sobre los lados 
del ángulo recto de un triángulo rectángulo son al'cna- 
drado construido sobre la hipotenusa, como los segmentos 
adyacentes AK y KE son á la hipotenusa entera AE, 

180. 2. Corolario. Ya que las areas de los polígo- 
105 semejantes son entre sí como los cuadrados de los 
lados homólogos de los mismos polígonos ($. 176), si 
se construyen sobre los dos lados del ángulo recto del tri 


ángulo ABE y sobre su hipotenusa AE, fig. 103, tres Fig. 103. 


polígonos semejantes X, Y y Z, vendremos á tener: 


. X: AB Y : BE' TL AE'; 
de donde se inferirá : 


Xu Y: AB' + BES: 8 Z: AE'; 
y del teorema precedente, que nos da AB BE = 


—2 5 . . 

AE , se podrá concluir que X + Y —=Z; es decir, - que 
el polígono construido sobre: la hipotenusa es equivalen- 
te á la suma de los otros dos, 


PROBLEMA. 


181. Construir un polígono semejante d otro dado, 

y cuya area se halle en una razon dada con la del pri 
mero, Ó que sea equivalente á un cuadrado dado. 

Solucion. En el primer caso, en que bc, fig. 104, 

designe uno de los lados del polígono dado, y en que el 

area de este polígono tenga á la del buscado la misma ra- 
TOMO 1, x a 


Fig. 104. 
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zon que tienen entre sí dos rectas cualesquiera M y N; 
tómense de una recta indefinida AE dos partes AK y KE 
, que se hallen en la misma razon: sobre la suma de ellas 
AE, como diámetro, descríbase una semicircunferencia; 
levántese la perpendicular BK; tírense las cuerdas AB y 
BE; por último, llévese sobre la AB, desde B 4 C, el 
lado be de la primera figura, y habiendo tirado CD 
paralela á la AE, tendremos en BD el lado que en el po- 
lígono buscado es homólogo á bo.La cuestion, pues, que- 
dará reducida á construir sobre BD un polígono seineján- 
te:al polígono X, lo cual se efectuará con arreglo al mé- 
todo del $. go. 
Para demostrar la construccion anterior deducimos 
desde luego de los triángulos ABE y CBD, semejantes 
entre sí, las siguientes proporciones: 


AB:BE::BC:BD y AB : BE BC: BD 
mas con arreglo al $. 179 


AB”: BE: AK:KEó6::M:N; 


de consiguiente BC: BD::M:N; 

y Por tanto ($. 176) el polígono construido sobre BC se- 
rá al polígono construido sobre BD en la misma razon que 
M á N, como lo exige la propuesta de la cuestion. 

Si el lado be de la figura X fuese mayor que AB, 
prolongaríamos esta línea hasta: C/; mas no por eso varia- 
rían la construccion ni la demostracion. 

En el caso en que el area del polígono pedidodd debiera 
ser equivalente 4 un-cuadrado dado N2, se trasformaria 
igualmente en un cuadrado el polígono dado, y represen- 
tando por M* este cuadrado, seria necesario que tuviésemos 
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BC*:BD':: M?: N, 
á la cual se sigue M:N:: BC: BD; 
asi obtendríamos entonces á BD con el auxilio de las lí- 
neas proporcionales ($. 62) ó bien podríamos tomar AK 
y KE en la misma razon de los cuadrados M* y N?. 


me TEOREMA. 


182. El area de un polígono regular tiene por me 
dida la mitad del producto de su contorno por el radio 
del círculo inscrito. 

Demostracion, El tal polígono puede ser dividido en 
tantos triángulos iguales como lados tiene ($: 139); uno de 


estos triángulos ABO, fig. 79, se halla medido por FABx F ig. 79. 


OG; y repitiendo este producto tantas veces como-lados 

tiene el polígono, nos resultará, siempre que designe- 

mos por Nal número de lados, 1 
Iponioss ¿Nx ABx0G; 

mas representando IN x AB al contorno: ó perímetro del 

polígono, si lo designamos por P-, vendremos á tener por 

resultado á | 

E PRAGOG:; 1 
como nos lo anuncia la propuesta del teorema. 

Al radio del círculo inscrito se le llama tambien' apo- 
tema, y en consecuencia se dice que el area de un polígo- 
no regular tiene: por medida la mitad. del producto de su 
perímetro por su apotema. ES 

183.  Corolario. Del último teorema y del $. 140 
se sigue que siendo entre sí las areas de los polígonos ré- 
gulares de un mismo número de lados como los cuadrados 


Fig.87. 
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de sus lados, lo son asimismo entre sí como los cuadrados 
de los radios de los círculos, en los cuales esten: inscritos, 
ó á los cuales se hallen: circunscritos. Con efecto, tenemos 
sucesivamente 


ABCDEFE : abcdef :: AB ab; 
AB: ab:: AO: ao($. 140), 


tr 2 
AB :ab :: AO :a05 : 
de lo cual resulta ABCDEE : abcdef :: AO: E 


Por otra parte, observando que AO : 20 :: OG :0g 
($. 140), tendremos del mismo modo que 


EEE 
ABCDEF: abrdef:: 06 :08 

184. Observacion. Haciendo aplicacion de la propo- 
sicion del párrafo precedente 4 á los polígonos regulares ins- 
critos y Circunscritos á un mismo círculo, se echa de yer 
que en todo-caso es posible hallar dos polígonos del mis- 
mo número de lados, inscrito el uno y cirounscrito el otro, 
tales que la diferencia de sus respectivas areas sea menor 
que cualquiera otra cantidad dada, 29: pequeña En pue- 
da esta imaginarse. 

Efectivamente , en“la figura 87. tenemos con la ma- 


yor evidencia ABCDE : abcde,: ¿02 : de”; 
y designando por P el 'area del poligono circunscrito y 
por p la del polígono inscrito, resultará 


P:p::0a. ¿06 y: 
P-p:P::04 06 :Oa ; 
P(0s 06), 

A 


5141 


de donde se deduce que P —p= 
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valor en el cual se puede hacer tan pequeño como se 


quiera, el factor as CEN multiplicando los lados de 
los polígonos. 

185.  Corolario. Siendo visiblemente mayor que el 
círculo el polígono circunscrito, mientras el inscrito es 
menor que el mismo círculo, se infiere claramente que en 
todo caso podremos asignar un polígono regular, ora ins= 
crito, ora circunscrito, cuya area se diferencie, cuan po- 
co se quiera, de la de un círculo dado. Para lo cual bas- 
tará escoger un polígono de un número de lados bastan= 
te grande, á fin de que la diferencia entre el polígono 
inscrito y el poligono circunscrito no supere á la cantidad 
asignada. 


TEOREMA. 


186. Si tres cantidades A , B,X, son tales, que la 
primera A, á la cual suponemos variable, Y que jamas 
deja de superar á cada una de las otras dos B y Ko que 
no varían, pueda aproximarse dá un mismo tiempo, cuan- 
to, se quiera d entrambas, será forzoso decir que B=X. 

Demostracion. Sea 1, X>B; y con arreglo á esta 
hipótesis, y en virtud de la propuesta, 
A>X; X>B; 
de lo cual resulta que si tomamos A de modo que la di- 
ferencia A—B sea menor que una cantidad cualquiera $, 
lo cual siempre se mira como posible, la diferencia X —B 
habrá de ser con mas fuerte razon menor que A. 

2.” Sea X<B; y en tal caso tendremos A>B; B> X; 
y tomando A de modo que A — X sea menor que Y, con 
mucho mayor razon la diferencia B—X será menor que Á, 

Y conduciendo este razonamiento á manifestar que la 
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diferencia de las dos cantidades invariables X y Bes necesa- 
riamente menor que cualquiera cantidad dada, por peque- 
ña que esta sea, se sigue forzosamente que B=X ($.1 53). 


TEOREMA. 


187. El arca de un círculo tiene por medida la mi- 
tad del producto de la circunferencia por el radio, 6 
30R, designando por C la circunferencia, y porR e 
radio. 

Demostracion. Con efecto, cuanto mas aumenta el 
número de los lados del polígono circunscrito, tanto mas 
se aproxima 4 la circunferencia su perímetro P ($.152), 
y tanto mas se aproxima á el producto ¿CR el ¿PR, sin 
embargo de que este segundo será siempre mayor que el 
primero , bien que pueda disminuirse el exceso cuanto se 
guiera. Por otra parte, el area del mismo polígono, que 
siempre es mayor que la del círculo, puede aproximarse 
á esta con cuanta cercanía se apetezca ($. 185 ). Se ha- 
llan, pues, los. productos BH CR; y la verdadera 
medida del area del círculo, en las mismas circunstancias 
que las tres cantidades A, B y X del párrafo precedente. 


De consiguiente la verdadera medida del area del círculo 
es ¿CR *, 


*  Se-demuestra inmediatamente que la medida del area del círculo 
no puede ser mayor ni menor que 1CR : en vista de que si se verifica- 
se que fuera mayor, ¿CR seria en tal caso la medida de un círculo 
mas pequeño que aquel cuyo radio fuese—=R ; mientras que inscribien- 
do en este último círculo un polígono mayor que el otro círculo (véase 
la nota de la Pág. 134), este polígono tendria sin embargo por medida 
un producto menor que ¿CR, puesto que su contorno y su apotema 
son respectivamente menores que C y R . 

Tampoco se puede:suponer que el producto ¿CR sea la medida 
de un círculo mayor que el propuesto; pues inscribiendo en el círculo 
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188.  Corolariío. De esto se. infiere que las areas de 
los círculos son entre sí como los cuadrados de sus respec- 
tivos radios Ó diámetros. Con efecto, pues que tenemos 
esta proporcion : 

C:C RR. 154), 
si la multiplicamos por estotra 
: RR RR, 
la cual es evidente, producirá la que sigue: 
CREER: Re; Ro 

en cuya proporcion los dos términos de la primera razon 
son, con arreglo á lo que precede, las respectivas medi- 
das de las areas de los círculos, cuyos radios son R y R. 

Por otro lado, es bien manifiesto que designando por 
D y por D'á los respectivos diámetros, y siendo, como 
es bien sabido, D=2R , D'=2R", tendremos esta pro- 
porcion; 

R*:R“::D*:D”; 
y de consiguiente 
: OR : ICR':: Dr: D”; 
lo cual completa la propuesta de la proposicion, 

Si representamos por e la circunferencia.de un cír- 
culo cuyo diámetro esté designado por 1, la superficie 
de este círculo deberá ser E x7e=¿1"; y por tanto 

EmOR DA; 
de donde se infiere que 
¡COR'= 270 D*; 
lo cual nos hace ver que el area de un círculo es igual al 
cuadrado del diámetro multiplicado por: de la razon de 
la circunferencia al diámetro. Si sostituimos en vez de 


mayor un polígono mayor que el círculo propuesto , este polígono ten- 
dria una medida mayor que la que se asigna al círculo en que se halla 
inscrito. 


Fig. 108. 
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D” su equivalente 4R”, nos resultará pR, 6 el ¿uadra- 
do del radio multiplicado por la razon de la circunferen- 
cia al diámetro. 


TEOREMA. 


189. El area de la figura AEBO, fig.10$, termi- 
nada por los dos radios AO y BO, que forman un ángulo 
cualquiera, y por el arco de círculo AFB, la cual se lla- 
ma sector del círculo, tiene por medida 4 la mitad del 
froducto del arco AFB, multiplicado por el radio AO. 

Demostracion. Si por el centro O levantamos sobre 
el diámetro AE la perpendicular DO, los lados del ángu- 
lo recto AOD y el arco ABD comprenderán evidente- 
mente entre sí la cuarta parte de la area del círculo; y el 
razonamiento del $. 109 nos hace ver que el arca del 
sector AFBO es á la del sector AOD en la misma razon 
que el arco AEB al arco AD. Mas por cuanto el area del 
sector AOD es la cuarta parte de la del círculo, yen» 
drá á ser : 
AOD = Fx 1CxAO=:C x AO; 

y la proporcion presentada mas arriba 
AFBO : AOD :: AFB: AD,ó FO, 
se trasformará en la que sigue: 
AFBO : 3Cx AO :: AFB: FO; 
lo cual nos dará: 
AFBO=3AFBxA0, 
segun mos lo anuncia la propuesta de la proposicion, 

190. Observación: Podremos determinar el valor 
del espacio AFBA, que se halla comprendido entre el 
arco AFB y la cuerda AB, sustrayendo del area del sec- 
tor ARBO la del triángulo ABO, 
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Esta última se expresará por E BGxA0, siempre 
que BG sea perpendicular 4la AO ($. 171); y quitan- 
do su valor del del sector AFBO ($. 189), tendremos 


por residuo ; 
AFBA=3 AFBxAO-—1BGx<AO= 3 (AFB-BG) AO, 


que es decir: la mitad del producto de la diferencia en- 
tre el arco AFB y la perpendicular BG, multiplicada 
por el radio AO +. ; 

N. B. El espacio AB se llama segmento, y á la por- 
cion FH del radio OF perpendicular á la cuerda AB'se 
la da el nombre de flecha. 


x En la Trigonometría se hace muy frecuente uso de la perpendi- 
cular BG, dándola el nombre de seno del arco AFB, 


TOMO III. y 


De 
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SEGUNDA PARTE, 


SECCION PRIMERA. 


DE_ LOS PLANOS, Y DE LOS CUERPOS TERMINADOS 
POR SUPERFICIES PLANAS. 
N. B. E, todo lo que va á seguir, las figuras abra- 
zan el espacio con todas sus tres dimensiones. Las líneas 
puntuadas pasan por la espalda.de los planos. 


De los planos y de las líneas rectas. 
72 7 a 


191. Ya quela línea recta se aplica exactamente al 
plano en todos sentidos ($. 2), es bien claro que en te- 
niendo una recta dos de sus. puntos en un plano, debe 
hallarse en él toda entera, sin lo cual se podrian tirar 
por dos puntos muchas líneas rectas; la una que estaria ti- 
rada en el plano mismo por los puntos dados, y las otras, 
que tendrian prolongaciones fuera del plano; lo cual no 
puede acordarse con la idea que tenemos formada de la 
línea recta. á 

192. La interseccion de dos planos es una línea rec- 
ta, segun resulta de las definiciones del $. 1; y bien se 
concibe que si por dos puntos de la interseccion se tira 
una recta, deberá hallarse á un mismo tiempo en el uno 
y en el otro plano ($. preced.); y de consiguiente no po- 
drá menos de ser su mutua interseccion, 

Fig. 106. 193. Por una; misma línea recta AB , fig. 106, se 
puede hacer pasar na infinidad de planos diferentes CD, 


Pi 
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EF, GH áxc. Para convencerse de: ello, basta observar 
que á un plano se le puede en' todo, caso. suponer girando 
al rededor de una línea recta tirada por.dos de sus'pun- 
tos, y tomando por este medio un infinito número de di- 
ferentes posiciones, sin que los puntos de la recta varíen 
de lugar; mas no por esose.deja de ver que este plano 
permanecerá inmoble siempre que se fije fuera de la.recta 
un punto, por el cual deba necesariamente pasar. De lo 
cual resulta que se alla determinada la situacion de un 
plano cuando se conozcan y nose: hallen en una misnia 
recta tres de los puntos por donde haya de-pasar, asi co=- 
mo está determinada.la:posicion de «una recta luegoque 
tenemos conocimiento de dos de sus puntos. -: 

Se puede igualmente demostrar esto mismo hacien» 
do ver que dos planos que tengan tres puntos comunes 
A,B,C, fig. 107, se confunden en toda su extension; 
y para convencerse de ello basta observar que si pór un 
punto cualquiera E, tomado: en uno ' de estos planos, se 
tira una recta EF que encuentre 4 dos de las tres rectas 
AB, AC y BC que juntan 4 cada dos 'de-los tres pun» 
tos comunes, y que por esta razon:se hallan 4 un mismo 
tiempo en dos de: los: planos ($. 191), esta recta será 
igualmente comun á los mismos pleno! , por tener en ellos 
los dos puntos e y f, en que corta 4la AB y á la BC. 

194. Estan por consiguiente: en un mismo plano dos 
rectas que se cortam; porque'haciendo pasar un' plano por 
una de ellas , porila AB. por: ejemplo, y por un punto 
C;: tomado. sobreBG; teniendo. esta, última dos de sus 
puntos B y C sobre el planos habrá de hallarse en el 
mismo toda entera-($, 19 Do 

De, esto:se infiere que; lata dos á dos, por mer 
dio! de rectas, tres puntos tomados de cualquier modo en 


Fig. 106. 


Fig. 108, 
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el espacio, el triángulo que resulte ABC, habrá de Ha: 
llarse todo enteroven un mismo plano: 

No- acontece lo mismo-con: cuatro puntos tomados 
por casualidad , pues el plano que pasa: por tres de: ellos 
no siempre pasa por elicuarto; y como no se halla en un 
mismo plano el cuadrilátero que en tal caso resulta, se le 
Conoce bajo el nombre de cuadrilátero oblicuo, 

195. Las paralelas, en consecuencia de su definicion, 
han de estar siempre en un mismo plano; pero es necesa- 
rio tener muy presente que en el espacio dos rectas pue- 
den ser perpendiculares á una tercera sin ser entre sí pa- 
ralelas ni encontrarse ; porque pueden tirarse por un solo 
Punto tantas perpendiculares á una misma recta, cuantos 
planos se pueden hacer pasar por la indicada recta; es 
decir, una infinidad. Las rectas AC , AE, AG, fig.106, 
pueden todas ser perpendiculares 4 la AB, la primera en 
el plano CD, la segunda en el plano EF, y la tercera 
en el plano GH. Si sucediere lo mismo 4 las líneas BD, 
BE y BH, serán entre sí paralelas las rectas BD y AC, 
como que son juntamente perpendiculares á la misma 
recta AB enel plano CD; pero estas mismas rectas no 
serán paralelas á ninguna de las demas. 


TEOREMA, | 


196... Una recta CD, fig. 108, levantada fuera 
de: un plano AB, perpendicularmente á otras dos DE, 
DE tiradas: por. su pie en el misino plano, es perpendi- 
cular á todas las que se" pueden tirar por aquel punto 
en el mismo plano. 

Demostracion, Sea DG una recta tirada por el pun- 
to D, de cualquier mánera en: el plano AB; y ademas es 
necesario tirar una recta EF que corte á la DG; prolón- 
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guese por Sm del plano AB la CD en una cantidad 
C'D=CD); y tírense por último las rectas CE, CG, 
CF, C'E, C'G y CF. Y pues que la CD es perpen- 
dicular sobre la DE y la DF, estas lo habrán de ser so= 
bre CD ($. 13)5 las oblicuas CE y C/'E, CF y CF 
serán iguales, como que distan igualmente del pie de la 
perpendicular ($. 27); y por otra parte siendo comun el 
lado EF á los triángulos CEG y C'EG, tendrán respec- 
tivamente iguales éntre sí todos sus lados, y serán por 
consiguiente totalmente iguales ($. 29 ): serán, pues, 
iguales los ángulos CEF y C'EF. Lo mismo puede de- 
cirse de los triángulos CEG y C'EG, en los cuales se ha- 
lan comprendidos los tales ángulos entre un lado comun 
EG y otros dos lados respectivamente iguales entre sí CE 
y C'E 6. 16). A lo cual es consiguiente «que los lados 
CG y C'G sean iguales; y como que distan igualmente 
del punto D, resulta de esto que la recta DGes perpen- 
dicular sobre CD ($. 27), y que recíprocamente lo es 
la CD sobre la DG +, 

197. Observacion. Cayendo la recta CD de modo 
que forma ángulo recto con cada una de todas las que se 
pueden tirar por su pie en el mismo plano, y no incli- 
nándose de consiguiente hácia lado alguno de él, se dice 
con propiedad que le es perpendicular. ! 


TEOREMA, 


198. Si tres rectas ED,FD y GD, fig. 109, fue- Fig. 1 09. 


ren perpendiculares d otra misma recta CD: en un mis- 


x* Esta demostracion, del mismo género que la de Euclides, Pero 
mas sencilla, me ha sido comunicada por M. Cauchy, geómetra jóven 
muy distinguido. 


Fig. 108. 


Fig. 109» 
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mo punto D, todas las tres habrán de hallarse en un 
mismo plano perpendicular á esta última, 

Demostracion. “No siendo esto asi , Podríamos hacer 
pasar por dos rectas ED y FD un plano AB, al cual 
seria perpendicular la CD, y que cortarja el plano GDC, 
tirado por la GD y la CD en ma recta GD , que tam- 
bien seria perpendicular á la CD (S. 196); y entonces 
tendríamos sobre una misma recta CD en el mismo pun- 
to D y en un mismo plano dos perpendiculares. GD y 
GD; lo cual es imposible ($. 32d : 


TEOREMA. 


199. Por un punto escogido fuera de un plano, ó 
que se halle enel mismo plano, no se puede tirar mas que 
uma sola perpendicular al indicado planos así como por 


el mismo punto de una recta no puéde pasar mas de un 


solo plano perpendicular á ella. 

Demostracion. El primer. caso de la proposicion es 
casi evidente por sí mismo; pues si por el punto C, fig, 
108, pudiéramos bajar sobre el plano: AB otra perpendi- 
cular distinta de la GD, por ejemplo CG, seria tambien 
perpendicular esta recta sobre la GD, y el triángulo- 
CGD vendria á tener 4 un mismo tiempo dos ángulos 
rectos; lo cual es, como bien se y consecuencia ab- 
surda ($. 52), dl 

En el segundo caso, si por la segunda perpendicular 
CD, fig. 109, y por la primera CD se hiciera pasar 


'un plano , seria indispensable que las dos rectas CD y 


C/D fuesen 4 nn: mismo tiempo perpendiculares 4 la rec- 
ta DE, en la cual encontraria él al plano AB; lo cual es 
asimismo otro absurdo. Se ve, Pues, que es verdadera la 
proposicion en sus dos primeras partes, 
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Por lo que respecta á la tercera, si por el punto D 
se pudiera tirar perpendicularmente 4 la CD otro plano 
distinto del AB, y que se tirase por“aquel punto en- el 
primero una recta cualquiera GD, encontrando en tal 
caso el plano GDC, tirado por esta recta y por la per- 
pendicular CD al plano AB en una recta GD diferente 
de la GD, vendria á seguirse que dos rectas G'D y GD, 
comprendidas en el mismo plano que la CD, serian per- 
pendiculares en el mismo punto de esta rectaz lo cual es 
absurdo ($. 32). 


TEOREMA. 


200. Las oblicuas que igualmente distan de la pera 
pendicular d'un plano, son entre sí iguales; las que mas 
se apartan de ella son las mas largas ; y la perpendicular 
es la mas corta de cuantas rectas se pueden tirar desde 
un punto dado ¿un plano, 

Demostracion. Siendo CD la perpendicular, fig. 110, 
1.2 todos los puntos situados en la circunferencia del cír- 
culo EF, descrito desde el puntó D como de centro , se 
hallan igualmente distantes del punto C; pues que sien- 
do rectos los. ángulos en D, habrán de ser iguales los tri- 
ángulos CDE y CDE, como que tienen comun el lado 
CD, y entre sí iguales los lados DE y DE; es por con- 
siguiente CE = CF. 

2.2" "Si se junta con el centro D el punto G exterior 
al círculo, la recta GC, siruada en el mismo plano que 
las rectas CF y CD, será mas larga que la CF ($. 27). 

3." La línea CD, que sin la menor duda es mas cor- 
ta que la CF, habrá forzosamente de ser mas corta que 
todas cuantas se puedan tirar: desde el punto C sobre el 
Plano AB. 


Fig. 110, 


Fig. TL 
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201. ' Observaciones. Hallándose cada punto de la 
recta CD igualmente distante de todos los de la circun- 
ferencia EF, se puede hacer, uso de él en la descripcion 
de esta circunferencia, cual si fuese el centro D. . 
Valiéndonos de este medio, podríamos bajar desde un 
punto exterior una perpendicular á un plano. Para ello 
describiríamos en primer lugar desde el punto C sobre el 


plano AB un círculo, cuyo centro D buscaríamos; y jun- 


tándolo con el punto CG, tendremos la recta CD perpen- 
dicular al plano AB. 

Siendo la perpendicular CD la línea mas corta que 
se puede tirar desde el punto C al plano AB, se nos pre- 
senta en ella la medida natural de la distancia del indica- 
do punto C al mencionado plano. 


"TEOREMA, 

202. Si desde un punto C de la recta CG oblicua 
al plano AB, fig. 111, se bajare sobre este plano la per 
pendicular CD, y se juntaren por medio de una wecta los 
puntos G y D; la recta EE tirada en el plano. AB 
perpendicularmente á la GD, será tambien perpendicular 
á la CG. 

Demostracion. Despues de haber tomado GE=GF, 
y de haber tirado en el plano AB las rectas ED y. FD, 
tendremos ED= ED ($. 27). Tirando en seguida las 
oblicuas CE y CE, habrán estas de ser entre sí iguales 
por hallarse 4 igual distancia de la perpendicular ($.200); 
mas considerándolas con respecto 4 la CG en el plano 
ECE ) hallaremos que distan igualmente del pie G de la 
recta CG, la cual será por consiguiente perpendicular á 


la EF ($. 30). 
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TEOREMA, 


203. Una recta DE, fig. 112 ysituada fuera de Fi 
un plano AB, y e cualquiera: AC tirada en 
el mismo plano , no lo eno irará jamas, por mas prolonga- 
da que la supongamos, y habrá de ser al mismo tiempo 
Paralela d toda recta BE, tirada en el plano AB parale- 
lamente á la AC. 

Demostracion. 1.2 Hallándose la: recta DE con la 
recta AC en un mismo plano AD, no podria encontrar 
al plano AB, sino en su interseccion con el anterior; es 
decir, sobre. AC; mas no pudiendo DE encontrar á la 
AC, por suposicion , tampoco podrá encontrar al pla- 
no AB, [ 

2. Siporla recta DE y por uno delos puntos B de la 
recta BF, paralela por suposicion 4 la AC en el plano AB, 
se tira el plano Df, la recta Bf habrá necesariamente de ser 
paralela á la DE, pues quese acaba de hacer ver que la DE 
no puede encontrar al plano AB,en el cual se ballaltam- 
bien contenida la Bf; y con arreglo á lo que precede, no 

- pudiendo la recta AC, paralela á la DE, encontrar tam- 
poco al plano Df en que se halla contenida esta última, 
le habrá de suceder lo mismo con respecto á la recta Bf, 
la cual se halla alli tambien, No encontrándose, pues, en 
ningun punto las rectas AC y Bf que se hallan conteni- 
das en un mismo plano, habrán de ser entre sí paralelas; 
y como por el punto B-no es posible tirar mas de una so- 
la paralela á la AC ($. 4.0), es consiguiente que Bf se 
confunda con BE, ó que la DE sea paralela 4 la BE; lo 
cual yiene á ser la segunda parte de la proposicion. 

204». Corolario. Por lo dicho se ve claramente que 

TOMO III. z 


g. 112, 
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como sean dos rectas DE y BF paralelas 4 una misma ter- 
cera AC, habrán de ser paralelas entre sí; porque si ima- 
ginamos un plano AB que pase por la recta BF y por la 
recta AC, la recta, DE deberá satisfacer 4 las condiciones 


de la propuesta del teorema ho 
z PLADI? 


TEOREMA. 


205. Los ángulos BCD y EAF, que tienen los la- 
dos paralelos y la abertura dirigida hácia una misma 
parte, son entre sí iguales, aunque se hallen situados 
en distintos planos. 

Demostracion. Si por los lados paralelos CD y AE, 
CB y AF se hacen pasar dos planos AD y AB; que se 
tome CD=AE; CB= AF; y que ademas se: tiren las 
DE, BF, DB y EF, las figuras ACDE y ACBE serán 
paralelógramos ($. 79); los lados ED y FB serán por 
consiguiente iguales 4 la AC, paralelos entre sí ($. prec.), 
y formarán un paralelógramo, en el cual tendremos DB 
=EF. Teniendo los triángulos DCB y AEF los tres la= 
dos del uno respectivamente iguales á los tres del otro, 
cada uno al suyo, habrán de ser por consiguiente total= 
mente iguales los triángulos , y por tanto BCD= EAF. 


TEOREMA. 


206. Sen cada uno de los dos planos AB y AD se 
tiran por un punto cualquiera Y de su comun seccion AC 
las rectas 1H y HG, respectivamente perpendiculares á 
la indicada comun seccion; y con tal que el ángulo IHG 
que ellas forman entre sí, sea igual al ángulo ihg, 
formado por las rectas iby hg, tiradas de la misma 
manera en los planos ab y ad, con respecto á la. comun 
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seccion ac de estos, se podrán hacer coincidir los dos pri. 
meros planos con los dos últimos. 

Demostracion. Si se aplica el plano ab sobre el AB 
de modo que ac caiga sobre AC, y que el punto /'se ha» 
lle sobre el punto H, la recta hg coincidirá necesariamen- 
te con la HG por ser rectos los dos ángulos a%g y AHG, 
Ademas, las rectas IH y HG, perpendiculares á la AH, 
determinan un plano GHI perpendicular 4 la misma recta 
($. 198); las rectas'¿)h y hg determinan igualmente otro 
plano ghf, perpendicular á la ah. Mas cuando la ah se ha- 
ya confundido con la AH, los planos GHI y ghí deben 
confundirse tambien; sin lo cual seria posible tirar por el 
mismo punto H dos planos perpendiculares'á la misma 
recta ($. 199); y siendo por suposicion entre sí iguales 
los ángulos GHI y ghi, es consiguiente que coincidiendo 
hg con HG, coincida tambien 1% con 1H; de Jo cual. re- 
sulta que los planos 2d y AD coincidan asimismo, pues 
que las dos rectas 4h é ¿h situadas en el primero se con= 
funden con las otras dos rectas AH é IH , colocadas en el 
segundo ($. 194). ó 

207. 1,* Corolario. De esto se sigue que:el espacio 
comprendido entre dos planos AB y AD: que: se cortan, 
considerado entre: estos límites, puede sin embargo de ha- 
llarse: indefinido en todos los demas sentidos, compararse 
á cualquiera otro espacio terminado de la misma manera. 
Este espacio , que es con respecto :4:los planoslo, que el 
ángulo primitivo es con respecto á-las rectas (S. 7), vie- 
ne á constituir el 4xgulo de los mismos planos, y mide su 
inclinacion. ¿ 

Lo llamaré de aqui adelante ángulo diedro , querien= 
do decir con esto, ángulo de dos: caras; y lo designaré 
por cuatro letras, de las cuales las dos del medio nos ¡n- 


Fig. 113. 
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dicarán la comun seccion de los planos, ó la arista del án- 
gulo diedro*. El ángulo formado por los planos:AB y AE, 
fig. 113, que se encuentran á lo largo de la línea AG, 
viene á ser el ángulo diedro BGAE, ó DHGC. 

Ademas de lo dicho se sigue del $. precedente que 
el ángulo CHD, formado por las rectas HD y HC, ti- 
radas perpendicularmente á la comun seccion AG de los 
planos AB y AE, es la medida natural del ángulo diedro 
que ellos comprenden entre sí; pues que es bien visible 
que si hacemos girar al plano AC al rededor de la recta 
AG, comun seccion de los dos planos propuestos, ó aris- 
ta del ángulo diedro, la recta HC, que coincidirá con 
HD, cuando el plano AC: se halle exactamente aplicado 
sobre AB, describirá en este movimiento un plano perpén- 
dicular 4 AG ($. 198), y vendrá á colocarse en HF en 
la prolongacion de HD, cuando el plano AC se halle en 
el de AB; de suerte que el' ángulo CHD tiene su prin 
cipio, aumento y conclusion, juntamente con el de los 
planos. Por otra parte, si comparamos el ángulo de los 
dos planos ab y ae con el de los otros dos planos AB y 
AE, hallaremos que la razon de estos ángulos diedros es 
la misma que:la razon de los ángulos hd y CHD. Con 
efecto , cuando estos ángulos son comensurables entre sí; 
que se les divida*en partes que sean alicuotas del uno y 
del otro, por medio de las rectas hd”, HD”, HD”; y que 
se tire por la comun seccion 4g y por hd' el plano ad”; 
y por la comun seccion AG y por HD”, HD”, los planos 


*  Sele da ordinariamente el nombre de ángulo plano; pero esta 
denominacion es muy viciosa, porque no nos presenta del ángulo otra 
idea que la de estar contenido en un plano, y por consiguiente la de 
cualquier ángulo formado por dos rectas. La palabra diedro es com- 
Puesta de otras dos griegas, de las cuales la primera significa dos , y la 
segunda cara Ó base, 
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AD, AD”, se formarán por una parte los ángulos die. 
dros dhgd', d'hgc, y por la“otra los ángulos diedros 
DEGD”, D'HGD”, D“HGC, que serán todos iguales 
($. 206); y el ángulo diedro dhgc será al ángulo diedro 
DHGC como el número de partes contenidas en el ángu- 
lo chd es al número de partes contenidas en el ángulo 
CHD. 

Si los ángulos diedros hgac y BGAC nó fuesen co- 
mensurables entre sí, nos valdríamos de un razonamiento 
absolutamente semejante al del $. 109, nos haria ver que 
su razon no podía ser menor ni mayor que la razon de los 
ángulos chd y CHD. Resulta, pues, de esto que el dn- 
gulo diedro tiene por medida al ángulo plano, formado 
Por dos rectas tiradas cada cual en cada una de las caras 
ó fachas perpendicularmente d su comun seccion, y por un 
mismo punto de la tal recta, 

Bien se ve que los ángulos diedros gozarán de las mis- 
mas propiedades que los ángulos planos que los miden: los 
ángulos diedros LGHI y BGHC, por ejemplo, opuestós 
por la arista GH, son entre sí iguales por tener como me- 
didas á los ángulos planos IHF y CHD, opuestos por el 
vértice. k | 

208. 2. Corolario, Un plano CD tirado'por la lí: 
nea EG perpéndicular a] plano AB, fig. 114, no se in Fig. 114. 
clina hácia lado alguno de este último, al cual es por con- 
siguiente perpendicular ; pues sic en el plano AB se tira 
perpendicularmente á la CE la recta FK, prolongándola 
hasta K!, siendo rectoslosángulos GFK y GFK'($: 196), . 
se infiere del párrafo precedente que los ángulos diedros 
BECD y ACED, formados porel plano CD sobre las 
dos partes AE y CB del plano AB, como rectos que son, 
han de ser forzosamente entre sí iguales, 


Fig. 115. 


Fig. 114. 
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Bien claro se ve que por la recta CE, tomada en el 
plano AB, no puede levantarse perpendicularmente sobre 
este plano sino el único plano CD, 


TEOREMA. 


209. Si porun punto cualquiera de la comun seccion 
CE de los dox planos AB y CD que se encuentran en án- 
gulo recto, se levanta perpendicularmente al primero una 
recta EG, se hallará comprendida esta recta en el se- 
gundo, 

Demostracion, Con efecto, si no se hallase en él , se 
podría todavía tirar por la tal línea y por la CE un se- 
gundo plano perpendicular á AB; lo que es absurdo 
($. preced.). 

Por otra parte la recta EG es perpendicular sobre la 
comun seccion ($. 196). 

210. Corolario. De aqui se sigue que la interseccion 
GH, fig. 115, de dos planos CD y EF, perpendicula- 
res á otro tercero AB, es perpendicular 4 este último; 
porque debiendo , por el párrafo precedente, la perpen- 
dicular levantada por el punto G del plano AB hallarse 
4 un mismo tiempo enel plano CD y en el plano EF, 
no puede menos de ser su comun seccion GH, 


TEOREMA. 


211. Lareta FG, fig. 114, tirada perpendicu- 
larmente 4 la CE en el plano CD que encuentra al AB 
en ángulo recto, es perpendicular á este último plano. 

Demostracion, Si por el punto E se tira en el plano 
AB la recta FK perpendicular 4 la CE, el ángulo GEK 
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será forzosamente recto, pues que el plano CD es, por 
suposicion, perpendicular sobre AB ($. 208). Y hallán- 
dose á un mismo tiempo la línea GF perpendicular á las 
dos rectas CE y FK, tiradas en el plano AB, deberá tam- 
bien ser perpendicular á este mismo plano ($. 196). 


TEOREMA. 


112. Dos rectas EG y HI, perpendiculares á un 
mismo plano, son entre sí paralelas; y recíprocamente, sí 
la recta EG es perpendicular al plano AB, siendo al mis= 
mo tiempo Bl paralela á la EG, deberá tambien ser la 
HI perpendicular al plano AB. 

Demostracion. Si por medio de la recta CE se juntan 
los puntos E y H, y por la misma línea y la FG se tira 
el plano CD, que será perpendicular 4 AB , él compren- 
derá á la recta HI, pues que esta es tambien perpendicu- 
lará AB ($. 209); y hallándose entonces esta última en 
el mismo plano que EG y perpendicular á la misma recta 
CE, habrá de ser paralela 4 la FG (6. 39). 

Recíprocamente, si las líneas FG y HI son entre sí 
paralelas , el plano CD «que las contenga será perpendi- 
cular sobre AB, siempre que una de ellas, EG por:ejem» 
plo, sea perpendicular sobre este ultimo; y como en yir- 
tud del paralelismo, vendrá la otra recta HI á resultar 
perpendicular sobre CE lo mismo que FE, deberá ser 
perpendicular al plano AB en consecueñcia de lo expues- 
to ($. preced.). 

TEOREMA. 


213. Dos planos Perpendiculares dá una misma rec- 
ca GH, fig. 116, no pueden jamas encontrarse, Fig. 116. 


Fig. 117. 


Fig. 118. 
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Demostracion. Si efectivamente se encontrasen, y se 
juntase uno de los puntos de su comun seccion, la cual 
suponemos sea EF, con los puhtos G y H, en donde la 
perpendicular GH los encuentra, las rectas HF y GG, 
que saliendo de un mismo punto formarian un triángulo 
con la GH, se hallarian necesariamente en el mismo pla- 
no que esta última; y pues que ellas la deberian encon= 
trar en ángulos rectos ($. 196), se seguiria que desde un 
mismo punto se podrian bajar á un mismo plano dos per- 
pendiculares sobre una sola recta ; lo cual es un absurdo 
($. 32). 

214. No pudiéndose jamas encontrar dos planos per- 
pendiculares á una misma recta, habrán de ser paralelos 
entre sí. 

TEOREMA. 


215. Siempre que dos planos paralelos AB y CD, 
fig. 117, esten cortados por un tercero EH, las inter- 
secciones EE y GH habrán de ser entre sí paralelas. 

Demostracion. Bien claro se ve que las rectas EF' y 
GH, comprendidas en el mismo plano FH, no podrán 
jamas encontrarse por mas que se las prolongue, á no ser 
que igualmente se encuentren los planos AB y CD que 
respectivamente las contienen 3 lo cual es absolutamente 
imposible, pues que son paralelas, ? 

216.  Corolario. De esto se sigue: 1.2 que.dos pla- 
nos paralelos tienen:comunes sus perpendiculares. 

2... Que son entre sí iguales estas perpendiculares, y 
de consiguiente es una misma la distancia de dos planos 
paralelos en todos sus puntos. 

Con efecto, si se levanta sobre el plano AB, fig. 118, 
la perpendicular GH, y por:su pie se tiran las rectas GL 
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y GI, los planos LGH € IGK cortarán 4 los AB y CD 

en las direcciones de las rectas HIM y HK, paralelas 4 las 

rectas GL y GI, y de consiguiente perpendiculares como 

estas últimas á la GH. Es, pues, GH ($. 196) perpen- 

dicular al plano CD al mismo tiempo que al plano AB. : 

En segundo lugar, si se levanta por otra parte sobre 

el plano AB la perpendicular RS, y concebimos el plano 

GRS, la figura GHSR será un parelelógramo rectángu- 
lo ($. 215), y nos dará por consiguiente GH= RS, 


TEOREMA. 


217. Sidosrectas que entre sí se cortan, Jfueren res» 
pectivamente paralelas á otras que tambien'se corten eno 
tre sí, el plano determinado por las dos primeras será 
paralelo al que determinen las dos segundas, 

Demostracion. Con efecto, si las rectas HIM y HK 
son paralelas á las rectas AP y AN);yse baja desde el pun- 
to H perpendicularmente al plano AB la recta GH , será 
perpendicular esta sobre cada una de las rectas GL y Gl, 
tiradas en este plano paralelamente á las rectas HM y HK 
($..204); será, pues, la línea GH perpendicular tambien 
sobre estas últimas, y por consiguiente sobre el plano CD, 
determinado por ellas CS. 196). Siendo, pues , en tal ca- 
so perpendiculares á la. misma recta GH los planos AB y 
CD, habrán de ser entre sí paralelos ($.:2 14). 

218. Corolario. De esto se sigue que por dos rectas 
HQ y GI, fig. 119, que no cortándose ni siendo para Fig. 119." 
lelas entre sí no pueden estar comprendidas en un mismo 
planoyse puede en todo caso hacer pasar dos planos para- 
lelos, cuya mínima distancia nos dé la de las dos rectas 
propuestas, ; q 
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Efectivamente, si por un punto cualquiera T de la 
recta HQ, sestira una recta TD paralela.:4 la. GI, y por 
un punto cualquieraR de la recta GI, una recta RO para- 
Jela:á la HO, las rectas HQ. y TD, respectivamente pa- 
ralelas á las rectas RO y GI, determinarán un plano pa- 
ralelo al que pase por estas últimas. 

Por lo.cual es bien. visible que las rectas HQ y GI 
no pueden aproximarse mas entre sí que estos mismos 
planos. Ñ : 

219.  Observacion. Si por un punto cualquiera R de 
la recta GI se tira una perpendicular RS sobre el plano 
CD; el plano GS, que pasa por SR y por GI, será 4 
un mismo tiempo perpendicular sobre. CID y sobre AB 
($. 216), y encontrará al primero en la direccion de la 
recta EIK paralela 4 GI ($. 215), y el cual cortará á la 
recta HQ en el punto H, .en donde mas se aproxima esta á 
la GI; porque si desde el punto H se baja sobre Glla per- 
pendicular HG, será esta. perpendicular al plano AB 
($. 211), y por lo mismo lo será tambien al plano CD 
(. 216); y de consiguiente medirá la mas corta distan- 

cia de los planos y de las rectas. . 

Conviene observar bien que esta recta es á un mismo 
¿tiempo perpendicular á le dos rectas propuestas HQ y 
GI ($.196). 


TEOREMA. 


220, Dos rectas GHéIK, comprendidas entre dos 
Fig. 120. planos paralelos AB y EE, fig. 120, son en todo caso 
cortadas en partes proporcionales” por un tercer plano 

CD, paralelo á los dos primeros. 
«Demostracion. Para ponerlo de manifiesto juntaremos 
primeramente los Espbntos H é 1 por una recta HI; y en 
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seguida tiraremos sobre.el' plano CD por los puntos L; 


M, N, en que las rectas GH, HI é IK le encuentran, 
las rectas LM y MN, á las cuales podremos considerar 
como las intersecciones del plano CD'con los planos trian= 
gulares GHT y HIK; y que serán por consiguiente pa- 
ralelos 4 las rectas GI y HK, en las que GHI encuentra 
4 AB y HIK encuentra 4 EF ($. 215). Teniendo, pues, 
el triángulo GHI dos de sus lados, GH y HI, cortados 
por la línea LM paralela 4 GI, nós dará: z 

HL: LG :: HM: MI; * 

- HL: HG::HM: HI; 
y siendo paralela la MN 4 la HK, el triángulo HIK nos 
dará: "CHM:MI::KN : NI; 
HM : HI :: KN : KI; 

de donde se concluirá, en conformidad con la propuesta, 

HL: LG :: KN: NI; 

HL : HG ::KN : KL 

221. Siempre que muchos planos ASB, BSC, US 

DSE, ESF, FSG,GSA,, fig. 121, pasando por un mis- 
mo punto S se encuentran dos 4 dos, el espacio que en= 
tre sí comprenden, indefinido en el sentido opuesto al pun- 
to S y se llama ordinariamente ángulo sólido ; mas yo he 
creido deber llamarle ¿ngulo poliedro ó ángulo de muchas 
caras, por la misma razon que he tenido para imponer el 
nombre de 4xgulo diedro ó ángulo de dos caras al que 
forman dos planos entre sí's*: Esta nomenclatura ofrece por 
otra paíte la ventaja de distinguir 4 los ángulos de este 
género por el número de sus caras ó fachadas, El ángu- 


+ Mas adelante se verán razones bastante fuertes para desterrar de 
la Geometría la palabra sólido, cuya significación mas conocida entre 


Fig. 121. 


nosotros, corresponde 4 una idea muy diferente de la que se la atribuye 


en Geometría. 
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Fig. 122. lo de 4 tres caras SABC, fig. 122, tendrá el nombre de 
ángulo triedro 31m ángulo que tenga cuatro caras será un 
Fig. 121. ángulo tetracdro; el ángulo SABCDEFG de la fig. 121 
vendrá á ser un ángulo eptaedro. 

El punto:S en que se encuentran todas las caras ó 
fachadas del ángulo, viene á ser su vértice ; y sus inter- 
secciones sucesivas SA, SB, SC,:SD, SE éxc. son las 
aristas del ángulo. Lo que constituye al ángulo poliedro 
y lo distingue de cualquiera otro ángulo compuesto del 
mismo número de caras, son los ángulos planos ASB, 
BSC, CSD £cc. formados por sus aristas consecutivas, y 
las inclinaciones respectivas de las caras ,ó los ángulos die- 
dros que estas forman entre sí. Hay, pues, en un ángulo 
triedro seis cosas que considerar; 4 saber: tres ángulos 
planos y tresrángulos diedros, 


TEOREMA, 


222. La suma de dos cualesquiera de los ángulos 
planos que componen un ángulo triedro, es en todo caso 
mayor que el tercero, % ; 

+ Demostracion. Si los ángulos. planos ASB,, ASC, 
Fig. 122. BSC, fig. 122, fuesen iguales entre sí, la proposicion se- 
ria evidente por sí misma. Para en el caso contrario, sea 
el ASB el mayor de los tres, y tírese en él Ja recta SD 
de modo que el ángulo ASD:-séa igual al ASC; tómese 
SD=5SC, y tírense las rectas ADB, AC, BC.;Los dos 
triángulos ASC y ASD habrán de ser: entre sí iguales, 
pues que los ángulos ASC y ASD, iguales por construc- 
cion, se hallarán comprendidos entre lados respectivamen- 
te iguales: tendremos, pues, AC—AD; pero AC+BC > 
AB ($. 15); 6 AC=BC>AD=-BD: quitando, pues, 
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de una y. otra parte las líneas ignales AC y AD, habrá 
de resultar BC > BD, Ahora bien, teniendo los triángu- 
los BSC y BSD los lados SC y SD entre sí iguales, y 
comun el lado SB, el ángulo BSC, opuesto al lado BC 
mayor que el BD, habrá forzosamente de ser mayor que 
el ángulo BSD opuesto á este último ($. 19); por cuyo 
medio se evidencia que ASC -+BSC=ASD + BSC y 
que mayor que ASD=+BSD, ó que ASB. 


TEOREMA, 


223. Siempre que dos ángulos triedros SABC, 
SAB/C', fig. 123, esten formados de tres ángulos pla. Fig. 123 
nos respectivamente iguales entre sí, cada uno al suyo, 
habrán de ser iguales los ángulos diedros comprendidos 
entre los ángulos planos iguales; es decir: las caras 6 
fachadas semejantes se hallarán igualmente inclinadas - 
entre sí en cada uno de los ángulos triedros propuestos. 

Demostración. Sea ASB=A'SB'; ASC=A'8S!'C'; 
BSC= B/5'C/; y si sobre las aristas BS y BS”, por cuyo 
medio se juntan ángulos planos iguales , se toma BS=B/S; 

“y por los puntos B y B'se conciben planos ABC, A'B'C,, 
perpendiculares 4 estas aristas; siendo. rectángulos en B 
los triángulos BSC, ASB, asi como lo'son en B” los trián- 
gulos B'S'C!, A'S'B”, serán iguales á estos últimos á causa 
de la igualdad de los lados BS y B'S'; de la de los ángu= 
los BSC y B'S'C”, y de la de los ASB y AS'B! ($. 18). 
Tendremos, pues: SC=S/C'; SA=S/A/5 BC = BC”; 
AB=AB'. > 7 

Mas siendo ASC=A'S/C,, serán iguales los triángu- 
los ASC y. ASC” ($. 16), y por consiguiente darán 
AC=A/C*, Por último , siendo iguales los tres lados de 


Fig. 124. 
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los triángulos ABC y A'B/C”, los ángulos ABO y A'B'C, 
que miden los ángulos -diedros formados por los planos 
BSC y ASB, B'S'C' y A'S'B' (S. 206), habrán de ser 
iguales, segun lo anuncia la propuesta del teorema, 

Suponiendo esta construccion que el plano ABC en- 
cuentre á un mismo tiempo las aristas SA y SC, no: po- 
drá verificarse cuando los ángulos ASB y BSC no Sean : 
entrambos agudos; mas en el caso de que alguno de ellos, 
ó que entrambos 4 dos sean obtusos, se prolongaria mas 
allá del punto S la una de las aristas SA, SB, 64 entram- 
bas. Estas prolongaciones producirian un nuevo ángulo 
triedro, en el cual el ángulo diedro formado sobre la 
arista SB, seria Ó el suplemento de CSBA, ó la con- 
tinuacion de este ángulo ($. 207). La misma construc= 
cion causaria una variacion análoga sobre el ángulo trie- 
dro S'A'B'C”. ; 

Cuando las dos aristas AS y SC sean perpendiculares 
4 SB, serán paralelas al plano ABC; mas en tal caso su 
ángulo ASC mide la inclinacion de los planos SBA y 
SBC. Lo mismo se obserya en el segundo ángulo triedro; 
y resulta evidente por sí misma la Proposicion. 

Sí uno solo de los ángulos ASB, BSC fuere recto, el 
primero por ejemplo, fig. 124, habiendo' prolongado las 
aristas SA y SB en caso necesario, á fin de que sean agu- 
dos los ángulos ASC y BSC, se tirarán desde un punto 
cualquiera de la arista SC los planos CAD y CBD per- 
pendiculares, el uno sobre SA, y el otro sobre SB: BSA 
les será perpendicular ($. 208); y ellos se cortarán por 
consiguiente segun la direccion de una recta CD perpen- 
dicular á este plano ($. 210). Tomando ahora S/'C/— SC, 
y haciendo la misma construccion sobre el ángulo triedro 
SAB/C”, serán respectivamente iguales los triángulos 
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SAC y S'A'C, SBC y S/B/C', por tener iguales dos 4n- 
gulos y un lado. Será, pues: AC=A'C'; BC=B'G;; 
AS= AS; BS=B'S/: las dos últimas igualdades. estable- 
cen la de los rectángulos ASBD y A'S'BD': es por tanto 
BD=B'D5 y en tal caso, teniendo. los triángulos CBD, 
CB'D*, rectángulos en D y. D', dos lados del uno respec- 
tivamente iguales:4 dos del otro, de los cuales es el uno 
la hipotenusa , habrán de ser entre sí iguales ($. 3.4): asi 
será CD=C'D”, y/ por consiguiente Jos ángulos CBD y 
C'B'D”, que miden las inclinaciones de los planos ASB 
y BSC, A'S'B” y B'S/C' deberán ser tambien iguales en- 
tre sí *, 
TEOREMA. 


224. Dos ángulos triedros SABC y A4REGE. 
fig. 123, formados por'tres ángulos planos iguales y se- 
mejantemente dispuestos entre sí, son iguales en todas sis 
. partes, 

Demostracion. Con efecto , habiendo hecho coincidir 
las caras iguales ASB y A“S/B” por las aristas AS y AS”, 
las caras iguales ASC y A“S“C” que estan igualmente 
inclinadas á las anteriores ($. preced,) habrán tambien de 
coincidir; y á causa de la igualdad de los ángulos planos 
ASB,A“S“B”, ASC, A“S"C”, las aristas. SB y SB”, SC 
y SC” coincidirán tambien, y por consiguiente las caras 
ó fachadas BSC, y B'5/C*”, determinadas por estas aristas. 


* Mr. Vecten, profesor en el liceo de Nimes ,me ha hecho obser= 
var que tirando por el vértice S el plano “perpendicular á la arista SR, 
se podia formar una construcción aplicable 4 todos los casos; pero sien= 
do mas dificil de concebir la figura «que la 123, he creido deber 
conservar aqui la demostracion de Roberto Simson, que ha sido el pri- 
mero que ha dado este teorema y el siguiente para llenar una laguna 
que presentaba el lib, 11 de los.Elementos de Euclides. 


Fig. 123 


> 
» 


192 "ELEMENTOS 

228. | Observacion. Es muy importante observar qué 
no puede realizarse la coincidencia de los ángulos trie- 
dros, sino en el caso en que las caras iguales esten seme- 
jantemente colocadas en ambos; es decir, cuando estando 
los dos situados sobre caras iguales, y teniendo su vértice 
vuelto del mismo lado estan abiertos en un mismo senti-. 
do los ángulos diedros, como sucede á los ángulos SABC 
y S“A“B"C”, y no á los ángulos SABC y S'A'B'C”. En 
este último el ángulo diedro C'B/S/A/, comprendido en- 
tre los ángulos planos A'S'B”, B'S'C”; tiene su abertura 
en sentido contrario de la del ángulo diedro CBSA, que 
le es igual, como comprendido entre los ángulos planos 
ASB, BSC, respectivamente iguales á los anteriores; y 
bien se ve que es absolutamente imposible hacer coincidir 
estos dos ángulos triedros. 

La igualdad de los triángulos ABC y A'B'C”, sobre 
la cual se funda la de los ángulos diedros formados por án- 
gulos planos iguales, subsiste siempre, porque si se les . 
concibe separados del ángulo triedro, se puede volver el 
plano del segundo para aplicarlo sobre el primero; inver- 
sion que no es posible efectuar en los ángulos poliedros. 
Nose puede, pues, concluir la igualdad de los ángulos 
triedros SABC y S'A'B/C/ sino de la de sus partes: cons- 
tituyentes, y porque no puede haber razon alguna para 
que se diferencien uno de otro, estando, como estan, for- 
mados de los mismos ángulos planos y de los mismos án- 
gulos diedros. 

No resultando la diferencia de estos ángulos; sino de 
una simple trasposicion de partes; es decir, de que siendo el 
órden de los ángulos planos del uno ASB, ASC, CSB, el 
de los ángulos correspondientes del otro yiene á ser A'S'B”, 
C'S'B”, A'S/C'; me parece que á unos ángulos triedros se 
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les podria llamar ¿nversos de los “otros; y decir en conse- 
cuencia que con respecto! al espacio que' encierran, dos 
ángulos triedros inversos uno de otro, somiguales *, 

Hay. en los ángulos triedros- otros muchos, casos: de 
igualdad ; mas el precedente basta para nuestro objeto, 


TEOREMA. 


226. La suma de los ángulos planos. que componen 
un ángulo poliedro convexo, es decir, cuyas aristas seán 
todas salientes 6 externas, cualquiera que ella:sea; ha 
de ser siempre menor, que la de cuatro. rectos. 

Demostracion. Si se cierra el ángulo poliedro SABC 
DE, fig..125., por wn.plano cualquiera, los lados del Fig. 125. 
polígono ABCDE formado por las intersecciones de este 
plano, con cada una de las caras del ángulo poliedro pro- 
puesto, se convertirán estas caras en otros tantos triángu- 
los, Considerando ahora con separacion al ángulo triedro 
BACS, tenemos.que ; 

¡ SBA+SBC> ABC ($. 22 2»; 

y el ángulo triedro CBDS nos da asimismo 
y SCB=+-SCD>BCD; 
y asi de los demas: la suma de los ángulos SAB, SBA, 


*” Mr. Legendre, 4 quien se debe la observacion y el desvanecimien- 
to de la d'ficultad que presenta la ¡oualdad de los ángulos triedros ín- 
versos, les da el nombre de simétricos, consideríndolos como éonstrui- 
dos de diferentes lados de un mismo plano. Con efecto, si se volviera 
el ángulo triedro S/A/B/C/ 4 fin de colocarlo por debajo de SUA/BUCH 
en /ABUCA, haciendo coincidir el ángulo plano A/S/B/ con su igual 
AYSUB/ por. las arístas correspondientes A/S/ y AUS, BIS! y BUS", 
los dos ángulos triedros presentarian por cada lado del plano A/S/BA 
espacios simétricos. Mr. Legendre ha dado 4 esta ingeniosa idea ciertas 
exposiciones que han difundido mucha luz sobre la teoría de los po- 
liedros Ó cuerpos de caras planas, para cuya inteligencia remitimos 4 
su obra. ib 


TOMO III, BB 


Fig. 126. 


Fig» 127. 


Fig. 126. 
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SBC, SCD 8tc. formados sobre los lados AB,BC cc, de 


los triángulos ASB, BSC 8:c. habrá de ser mayor que la 


de losángulos internos del polígono ABCDE, y por consi- 
guiente valdrá mas de dos veces tantos rectos como lados 
tenga el polígono menos dos, -Ó como; caras tenga el án- 
gulo poliedro, menos dos ($. 82). Si quitamos esta suma 
de la de todos los triángulos SAB, SBC,SCD éc. com- 
puesta de tantas veces dos ángulos rectos como caras ten= 


:ga el ángulo poliedro, quedarán forzosamente menos de 
«dos veces dos ángulos rectos, Ó menos de cuatro ángulos 


rectos para la:suma de los ángulos planos ASB, BSO écc, 
formados en el vértice S del ángulo poliedro SABCDE. 


De los cuerpos terminados por planos. 


227. Los cuerpos terminados por planos se llaman 


«cuerpos poliedros , 6 simplemente poliedros. 


No es posible cerrar por todas partes espacio alguno 
por un número de planos menor que-cuatro. El cuerpo 
SABC, fig. :126, comprendido entre los' cuatro planos 
ASB, ASC, BSC y ABC, se llama fetraedro. 

Todo cuerpo que nos presenta por una de sus caras á 
un polígono cualquiera, y en que todas sus demás caras 
son triángulos cuyos vértices se hallan en un mismo pun- 
to, se lama pirámide. El cuerpo SABCDE, fig. 127, es 
una pirámide pentagonal, por ser su base ABCDE un 
pentágono; el punto S, vértice comun de todos los trián- 
gulos ASB, BSC, CSD, DSE, ESA, es tambien el vér- 
tice, y se lama la cúspide de la pirámide. El tetraedro 
SABC de lá figura 126 es asimismo una pirámide trian- 
gular. Ninguno de los ángulos poliedros de esta tienen mas 
de tres caras; lo cual no se verifica en las demas pirámi- 
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des mas de en los ángulos adyacentes 4 la bases y por ba: 
se se puede tomar la cara ó fachada que: se quiera. 

Los tetraedros son en:el espacio: loque los triángulos so- 
bre un plano; porque asi como se fija en un plano la po- 
sicion de un punto, juntándolo por medio de un triángu= 
lo con otros dos puntos dados, se fija tambien la de un 
punto en el espacio, juntándolo con el auxilio de un te- 
traedro á otros tres puntos dados. Aqui á continuacion 
pueden verse las principales propiedades de los tetraedros, 
al mismo tiempo que algunas de las de las pirámides, que 
tienen la mayor analogía con los tetraedros. 


TEOREMA. 


228. Si los ángulos triedros S y S! de los tetraedros 
SABC, SA'B'C). fig. 126, estuviesen compuestos de 
triángulos iguales y: semejantemente dispuestos y estos te- 
traedros serán entre sé iguales; y lomismo lo serán, si 
las caras SAB y SAG, del uno fueren iguales á las SA'B 
y SINIC? del otro, reunidas de una misma. manera, y 
formasen entre si el mismo ángulo diedro que-estos. 

Demostracion. Es/evidente en primer lugar que ha- 
ciendo coincidir la cara SAB con la S/A/B”, y estando, co- 
.mo estan, igualmente inclinadas sobre estas-las otras caras 
iguales ($. 223), habrán de coincidir igualmente. 

En segundo lugar, coincidiendo la cara SAB. con la 
S/A'B', la cara SAC habrá de coincidir con la S'A'C' 
cuando el ángulo diedro. CSAB:'sea igual al C/S/A'BS y 
hallándose entonces confundidas las rectas SB y SC con Le 
SB' y S'C”, las caras SBC y sB'O habrán tambien de 
coincidir necesariamente, : 

229. Se da el nombre de poliedros semejantes 4 


Fig. 12 


E 


Fig. 126. 
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aquellos:cuyas caras son polígonos semejantes, y cuyos 
planos «son en un mismo número semejantemente dispues- 
tos :é' igualmente inclinados los unos con respecto á' los 
otros, Ó- formando ángulos diedros iguales; Ya' veremos 
que esta última condicion resulta de las demas en lo res- 
pectivo:á los tetraedros y á las pirámides +. 


» 
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230. Siempre que los triángulos que forman dos dm» 
Zulos triedros homólogos de dos tetraedros son semejantes 
entre sí, y se hallan semejantemente dispuestos, los tales 
tetraedros son entre sí semejantes ; y lo serán tambien en 
el caso en que dos caras del uno hagan entre sí el mismo 
ángulo que dos caras del otro, sean ademas semejantes á 
estas, y se hallen reunidas por lados homólogos. 

Demostracion... 1: Si:los triángulos :SAB, «SAC, 
'SBC, fig.:126:, fueren respectivamente semejantes 4: los 
triángulos SDE, S'DEF,S'EF, y se hallan en la: misma 
disposicion,:tómese en la arista S'D, homóloga en vel te- 
traedro S/DEE 4 la arista SA del tetraedro SABG, la 
parte S/A/=SA: ¡y porel -puntoA/ tírese el plano'A'B/C* 
«paralelo 4DEE,, y se determinará enel tetraedro S'DEF 
«un tetraedro S'A'R/C/semejanteáS DEFé igual ¿SABG. 

Con efecto,-es bien claro que en virtud del parale- 
lismo de las rectas A'B/y DE, AC! y DF, B'C'y EF 


* El ya citado Mr. Cauchy, ¿hai demostrado: 'en cel icuader- 
no 16 del Diario de la, Escuela politécnica , que lo mismo acontecia 


“4 todos los poliedros convexos ; y que esto se había supuesto sin prue- 


ba en los Elémentos de Euclides, y que ademas se habia extendido 4 to- 
dos los poliedros, sin aquella restriccion, cuya necesidad habia ya re- 
conocido Roberto Simson. Véase al mismo ticmpo la Geometría de 
Mr. Legendre, novena edicion. . ou ús 
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($. 205), las caras S/A'B' y S'DE, S'A'C' y SDE, 
S'B/C! y S'EF, situadas dos 4 dos en el mismo plang ha= 
brán de ser semejantes. Por otra parte, los triángulos 
A/B/C' y DEF, situados en diferentes planos, y "que 
ademas tienen. sus lados paralelos, y de consiguiente sus 
ángulos iguales ($. 205), deberán ser semejantes. Tenien- 
do, pues, los dos tetraedros S/A'B/C' y S"DEF sus caras 
semejantes, y sus ángulos triedros formados por ángulos 
iguales, tendrán respectivamente todos 'sus ángulos die- 
dros iguales ($. 223), y de consiguiente serán necesarig- 
“mente semejantes, 

Ahora bien,los triángulos SAB”, S/A/C?, equiángnlos 
por construccion 4S'DE yS'DE, y por consiguiente , con 
arreglo á- la hipótesi, 4 SAB y 4'SAC, serán iguales 4 
estos últimos, en vista de que son iguales los dos lados ho- 
mólogos S'A! y SA ($. 18): tendremos, pues, de este 
modo S'B' =SB, SC=SC; lo'cnal atraérá la igualdad 
de los triángulos equiángulos S'B/C/ y, SBC yy 4 conse- 
cuencia la de los tetracdros S/AB/C! y SABC ($. 228). 
Y por último los tetraedros SABC y:S'DEF;::el uno 
igual, y. el otro semejante 4 S/A'B'C!, son semejantes en- 
tre sí, 

2.2 Si los: triángulos. SAB y SAC son semejantes 4 
los triángulos S/DE y S'DF', juntos ademas por los lados 
homólogos. 4: los que reunen: 4 estos últimos, y siendo 
igual el ángulo diedro CSAB al ángulo diedro FS'DE, 
el tetraedro S'A'B/C”, construido poco antes, será igual á 
SABC ($: 228), como que tiene dos caras SAB” y 
S'A'C* iguales: á: las: caras: SAB y. SAC; y que- forman 
entre sí el mismo ángulo diedro que estas últimas: «será, 
pues , el tetraedro SABG ademas semejante 4 DEF, 


Fig. 127. 


198 ELEMENTOS 
TEOREMA. 


231. Dos pirámides cualesquiera serán semejantes, 
siempre que tengan todas sus caras entre sí semejantes y 
semejantemente dispuestas. 

Demostracion. Sean SABCDE, S'FGHIK, fig. 1 27, 
las dos pirámides propuestas : bien visible:es que todos sus 
ángulos diedros hacen parte de los ángulos triedros adya- 
centes á las bases ABCDE, FGHIK:; mas cuando estos 
son homólogos, como B y G,C y H é<c. hallándose com- 
prendidos entre caras semejantes y semejantemente dis- 
puestos , estan formados de ángulos iguales , y por consi- 
guiente tienen sus ángulos diedros iguales ; y por tanto las 
pirámides reunen todos los caracteres de la semejanza 
($. 229). 

232. 1.” Corolarío. Si se cortase la pirámide S'FG 
HIK por un plano A'B'C'D'E, paralelo 4 EGHIK , re- 
sultaria una pirámide S'A'B/C'D'E/ semejante á la pirá- 
«mide entera; porque es fácil reconocer que todas las caras 
de la una serian semejantes á las de la otra, y todas esta- 
rian semejantemente dispuestas, pues que los triángulos 
A'B'C', A'C/D”, ADE! son respectivamente semejantes 
álos triángulos FGH, FHI, FIK; de lo cual resulta 
que las bases A'B/C'D'E' y FGHIK sean entre sí seme- 
jantes. < 

Con bastante claridad se ve que las pirámides S'A'B' 
C'D'E' y SABCDE serán iguales, si una: de las aristas 
S'A! dela primera fuere igual 4 su correspondiente SA 
en la segunda; porque siendo las caras de entrambas se- 
mejantes á las de la pirámide S'EGHIK, serán forzosa- 
mente semejantes entre sí, y habrán de consiguiente de 
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hacerse iguales luego que tengan un lado comun; asi co- 
mo dos triángulos equiángulos vienen á ser ($. 18) entre 
sí iguales, cuando ademas tienen un lado del uno igual al 
homólogo del otro. Por otra parte, estando formados de 
ángulos planos iguales los ángulos triedros de cada una 
de estas pirámides, habrán de tener sus ángulos diedros 
iguales ($. 223). Por consiguiente, siempre que coinci- 
dan las bases A'B'C'D'E! y ABCDE, deberán tambien 
coincidir las pirámides S'A'B'CD'E! y SABCDE. 

Tirando planos por los vértices S y S” y por las dia- 
gonales AC, AD, FH y FI, se demostrarja asimismo 
con un poco de atencion que las pirámides SABCDE, 
S'A'B'C'D'E! y SFGHIK estan compuestas de un mis- 
mo número de tetraedros semejantes y semejantemente 
dispuestos; y que las pirámides S'A'B'C'D'E y SABCDE 
lo estan de tetracdros iguales : de lo cual se podria tam- 
bien inferir que:estas últimas son iguales. 

Conviene observar que la igualdad de estas pirámi- 
des lleva consigo la de las perpendiculares SP y SP”, :ba- 
jadas desde los vértices S y S/ sobre sus respectivas bases. 

233. 2.” Corolario, De la semejanza de las caras de 
las pirámides SABCDE, S/FGHIK se sigue que las aris- 
tas de estas pirámides son proporcionales entre sí y á ls 
perpendiculares SP y S'Q, bajadas desde sus vértices á sus 
bases: pues comparando las caras triangulares bomólogas 
SAB y S'FG, SBC y S'GH écc. nos resultarán estas se- 
ries de razones iguales; 

SA: SF :: AB: FG :: SB: S'G; 

SB: S'G :: BC:GH :: SC: S'H; 
de las cuales se deducirá la siguiente: 
SA: SF :: SB:S'G::8C: SH £c.:: AB: FG::BC : 
GH Ac. 
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Ademas, el paralelismo de los planos A'B'C'D'E/ y 
FGHIK nos da ($220): 
SAMSE::S'P:S/Q; 
a bn Ay sE SiS 0; 
pues que S'A'=5SA:, SP "=P; y la razon SA : SF en- 
laza esta última proporcion con las anteriores. 

234. Observación. Por medio de lo que precede, se 
¡puede determinar la altura, de una pirámide siempre que 
conozcamos las dimensiones de un trozco' ral como EGHI 
KA'B'CD'E', que queda despues de haber quitado la 
parte superior S'AB'C'D'E” por' medio de un plano 
A'B'C'D'E” paralelo á la base. FGHIK. Para lo cual 
basta considerar la proporcion 

A'B' : EG :: SP”: S/Q; 
de la cual se infiere 
FG-—A'B': FG :: SQ-—S/P! : S/Q; 
ó FG-A'B:FG::PQ:S'0Q; 
en cuya última proporcion los tres primeros términos es- 
tan dados por el tronco mismo cuya altura es P'Q, y dán 
á conocer la altura de la pirámide entera, 


TEOREMA, 


¿ 235... Las: bases delas pirámides semejantes 
S'A'B/C'D'E! y SEGHIK, son entre sí como. los. cua- 
drados. de dos aristas homólogas cualesquiera: S'A!; S'E, 
y como los cuadrados de las perpendiculares S'P” y S'Q, 
bajadas desde su'vértice d su plano. 

Demostracion, Siendo: semejantes las bases, tendremos 
desde luego: AAA 

ABIOD'E”: FGHIK:: AB : EG ($. 176) 

y siendo ($. 233) A'B' : EG 3: S'A': SF 1: SP: S'Q; 
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será por consiguiente AB”: EG :: SA: SF ,: 
SP: sa; b ud da 
de donde. resulta A'B/C'D'E! : EGHIK :: S/A"*; SE 

— ——?2 
SP; se 
lo cual contiene las dos partes de la proposicion. 

Con suficiente claridad se:ye que en- las proporciones 
obtenidas anteriormente podemos sostituir en vez de: la 
pirámide S'A'B'C'D'E”, y. de las líneas que la pertenecen, 
la pirámide igual SABCDE y las líneas Correspon= 
dientes. 

236. Corolario. De esto se sigue que las secciones 
hechas en dos pirámides cualesquiera á la misma distan- 
cia de sus vértices, se hallan en una razon constan- 
te , cualesquiera que sean por otra parte estas distan= 
cias y las figuras de las bases. Con efecto, si en el tetrae- 
dro dela figura 126. las distancias SQ y S'P' son igua- 
les á las distancias S'Q. y S'P”, en.la pirámide de la fig. 
127, siendo como es la razon de los cuadrados de las 
dos primeras, igual á la de los cuadrados de las dos últi- 
mas , la razon de los dos triángulos DEF y A'B/C/ será 
por consiguiente igual á la de los pentágonos EGHIK y 
A'B'CD'E'; de modo que tendremos: 

DEE : A'B'C! :: FGHIK : ABCODE; > 

»6 DEF: FGHIK :: A'B'C' : AB'C'D'E, 

237. Ademas se distinguen entre los poliedros, bajo 
el nombre de prismas, los que tienen: dos caras Opuestas, 
iguales y paralelas, que llamamos bases, y donde todas 
las demas son paralelógramos. El cu erpo ABCDEFGHIK, 


Fig. 126 
y 127. 


fig. 128, es un prisma; su base es el pentágono ABCDE, Fig. 128. 


y he aqui su construccion: por el vértice de los ángulos 
TOMO III» cc 
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de esta base y fuera de su plano » se han tirado las rectas 
"AF, BG écc. paralelas entre sí, y terminadas en un pla- 
no EGHIK paralelo al plano ABCDE. Las aristas AF, 
BG, CH “£cc; tomadas. dos -4-dos; déterminan las caras 
AFGH, BGHC «cc. que son paralelógramos , pues que 
las rectas AB y FG, BC y GH son paralelas dos 4 dos 
($. 215) 

> Bien visible es que el polígono EGHIK que forma 
la base: Spam del prisma, esigual al polígono ABCDE, 
que viene á ser la:base inferior; porque tienen sus lados 
y sus ángulos iguales, cada uno al suyo ($. 205 ). Por 
la misma razon cualquiera seccion ejecutada en el prisma 
propuesto' por todo plano paralelo 4 sú base , será tambien 
igual 4esta misma base. 

Se debe tener muy presente que cada uno de los 4n- 
gulos poliedros de un prisma'no se compone mas que de 
tres ángulos planos. 

Todo prisma, cuyas aristas sean perpendiculares. 4 á su 
base, se llama rectos y todos los demas tienen el nombre 
de oblicuos. 

Fig.129. 238. El prisma ABCDEFGH, fig. 129, al cual 
se le podria tambien designar por AG, y cuya. base 
ABCD es un paralelógramo, tiene “el nombre de para; 
lelepípedo 5 y sus caras opuestas ABFE, CDHG por ejem- 
plo, son iguales y paralelas: La igualdad de ellas es bien 
manifiesta en vista de la construccion del prisma ($. 297); 
y el paralelismo de las mismas resulta del de los lados 


«delos ángulos EAB, HDO; iguales entre sí (4.217). 
TEOREMA. 


239. Todo poliedro comprendido entre: seis planos, 
¿paralelos dos á dos, es un paralelepípedo. 
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Demostracion. 1.2 Cortando el plano: 'ABFE á los 
dos planos paralelos ABCD. y, EEGH, segun las rectas 
AB y EF paralelas entre sí.($:.215)., y 4 los planos pa- 
ralelós ADHE y-BCGE,, segun las rectas AE y, BE, pa- 
ralelas entre sí, la figura ABFE habrá necesariamente de 
ser un paralelógramo. Del mismo modo se. puede mani- 
festar que lo es cualquiera de las otras. caras del polie- 
dro AG, ; 

2.2 Estando entre sí opuestos los lados AB, y DC 
del paralelógramo ABCD, deben. ser forzosamente ¡gua- 
les; asi como los lados HD y AE, CG y BE lo son: del 
mismo modo, por opuestos que entre, sí son en los parale- 
lógramos ADHE,BCGE : finalmente, los ángulos CDH 
y BAE, DCG y ABE, habrán de ser iguales, ¡como que 
tienen sus lados paralelos, y sus aberturas dirigidas en un 
mismo sentido ($. 205). Teniendo, pues , de este modo 
los paralelógramos opuestos ABFE y CDHG,; tres lados 
y dos ángulos iguales ,,cadasuno al: suyo deberán por ne- 
cordel ser, iguales ¿entre sí. ($, ETA : 

. A TEOREMA. 

2 40. Si Josáugulos triedros B y YB de los prismas 
AIy AT, fig. 128, se hallan, compuestos de Lolígonos Fig. 128 
semejantes y semejantemente dispuestos:, estos grismas] har 
brán de ser entre sí iguales, 

Demostracion. Bien se ye que cuando se halle esta- 
blecida la, coincidencia de los ángulos triedros B y B' (6. 
224), estando entre sí ¿confundidas las. caras ABCDE y 
A'B'C'D'E!, y las BCHG y: BCHG, las rectas CD y 
C'D”, CH y C'H/ deberán tambien coincidir necesaria» 
mente 4 causa: de la igualdad de-estas caras. Mas como las 
líneas CD y CH, determinan la cara CDIH, asi como 


Fig. 130. 
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las líneas C/D"y "C'H' ála cara correspondiente C'DJ'H", 
se sigue que estas caras habrán asimismo de coincidir. Del 
mismo modo se demostraria que todos los demas paraleló- 
gramos del prisma AI deben confundirse con los del pris= 
ma A'I'; de lo cual resulta que los polígonos EGHIK y 
F'G'HTK/ coincidirán tambien, pues “que los lados del 
primero se hallarán confundidos con los del segundo +, 
241. Observaciones. Paso ya á tratar de los polie- 
'dros de una figura cualquiera. En todo caso se puede, jun- 
tando con el auxilio de rectas el vértice de uno de sus 4n- 
gulos 4 todos los demas, y dividiendo á: todas sus caras 
en triángulos, repartirlos en pirámides triangulares, que 
tienen para las caras planos tirados desde aquel púnto has- 
ta las aristas y las diagonales de las caras del cuerpo pro- 
puesto. Sola la inspeccion de la:fig. 130' hace evidente la 
cosa. El polígono ABCDEFG se halla dividido:en las 
cinco pirámides E ' 
GABC,'GABF; GAEF,GAEC, GEDC, 

cuyo vértice se halla'en el! punto" G "y quese forman 
juntándose desde lnego este punto con los vértices A,B, 
C,D,E, de los otros ángulos poliedros; lo cual nos da las 


pirámides GABCDE, GABF , GAEF , que tienen por 


2 bases las diversas caras que no hacen parte del ángulo po- 


Jiédro G; y repartiendo en triángulos la cara'que tiene 
mas de tres lados, tendremos las bases de las pirámides 
tilangulares anteriorméñte designadas. a 

No me detendré 4 hacer ver que dos cuerpos com 
puestos de: ún mismo número de pirámides triangularés 
iguales y semejanteniente dispuestas son iguales 5 mas ha» 

* Seria moy fícil probar que lá igualdad de los prismas se conver- 
firia en semejanza, ¡si los polígonos reunidos en el mismo ángulo tries 


dro fliesen sólo semejantes y semejantemente dispuestos. 
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ré observar, por analogía con lo que hemos ya dicho res- 
pectivo á los polígonos ($. y 1), que se halla determina» 
do un poliedro cualquiera siempre que estén dados los yér- 
tices de tres de sus ángulos poliedros y sus distancias 4 to» 
doslos demas ($.227.). De lo cual se sigue que designando 
N el número de los ángulos de un poliedro , su determi= 
nacion absoluta depende de las 3 (N— 3) líneas tiradas 
á.los ángulos del triángulo, tomado: por: base, y de los 
tres lados de este triángulo; que en todo vienen á com- 


poner 3N— 6 datos *, 
TEOREMA. 


142. Dos poliedros que se hallen compuestos de un 
mismo número de pirámides semejantes y semejantemente 


dispuestas , son semejantes, - 
Demostracion, Sean. los: dos poliedros ABCDEFG, - 


abcdefz, fig. 130, compñestos de un mismo número de Fig. 130. 
pirámides semejantes, si Ñ , 
GABODE y gabede, 
GAEE y garf, 
Re ( GABFE y gabf € í 
cuyos vértices se hallan en los puntos G, y, y semejante= 


+ El número de los ángulos de un poliedro, el de sus caras, y el 
de sus aristas satisfacen 4 una condicion muy notable descubierta por 
Euler, la cual se reduce 4 que designando por S el número de los ¿n= 
gulos poliedros, por H el de las caras, y por A''el de has aristas, se 
observa constantemente que S-+ Hi A-+2. Por lo que respecta al cuz 
bo, por ejemplo, S=8; H=6; A— 12. Véase el cuaderno 16 del 
Diario de la Escuela politécnica, en el cual Mr. Cauchy ha dado teo- 
remas nuevos y curiosos relativos 4 este asunto. 

, "et Para facilitar al lector el formarse idea de las pirámides com- 
prendidas en cada uno de los poliedros , he colocado la primera la le- 
tra que designa al vértico; y "las otras dan 4-conocer la base, > 
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mente dispuestos. Debemos, pues, hacer ver que todas 
las caras de uno de estos cuerpos son semejantes 4- las del 
otro, semejantemente dispuestas, y forman ángulos, diedros 
iguales, : 

Con solo fijar los ojos sobre la figura , se ve inmedia- 
tamente que todas las caras de los dos poliedros son ó caras 
semejantes de pirámides homólogas, Ó se hallan compuestas 
del mismo número de estas caras, semejantemente dispnes- 
tas entre sí, í 

En el primer caso se hallan las caras tales como ABCDE 
y abede, pues que pertenecen á las pirámides GABCDE 
y gabcde, situadas del mismo modo en ambos poliedros, 

Lo mismo acontece á las caras ABE, abf, comunes 4 
los poliedros y: 4:los tetraedros GABE y gabf. 

Al segundo: caso corresponde la semejanza de las cas 
ras DEFG y defz, por hallarse respectivamente formadas 
de los triángulos DEG y EFG, deg y efg, pertenecien- 
tes:á las. pirámides GABCDE y GAEF, gabcde y' gatf, 
de las cuales las dos primeras son semejantes á las dos úl» 
timas. Lo mismo habrémos de decir delas caras BFGC y 
Dfgc, compuestas de los triángulos BOG y BEG, heg y 
bfg, perteneciente á las pirámides GABCDE y GABE, 
gabede y gabf: í ¡ 

Con el auxilio de un razonamiento semejante podre- 
mos hacer ver la semejanza de todas las caras de los po- 
liedros', fuera cual fuese el número de ellas. 

Del mismo.modo nos podremos valer para reconocer 
la igualdad de los ángulos diedros que.estas caras.compren- 
den. Los unos son igtales, porque son comunes á los po- 
liedros y 4 dos pirámides semejantes. Tales son los ángu= 
los GDEA y gdea, que forman parte de los poliedros y 
de las pirámides GABCDE y gabcde; tales son tambien 
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los ángulos GEFA y gefa , pertenecientes 4 los tetraedros 
GAEE y gacf. 

Los: otros ángulos son iguales, porque estan formados 
de la reunión de 'un mismo. número de: ángulos. iguales, 
como: pertenecientes que son á pirámides semejantes. Ta= 
les son los ángulos BEAE y bfae, compuestos respectiva= 
mente de los. ángulos BEAG y GAFE, lfag y gaef, 
pertenecientes á las pirámides GABF y GAEE, gabf y 
ga. El mismo razonamiento tendria lu gar, cualquiera que 
fuese el número de los ángulos de los poliedros. Podria 
ciertamente acontecer que estos ángulos estuviesen com= 
puestos de mas de dos ángulos de las pirámides; mas no por 
eso varjaria en este caso la demostracion: por otrá parte. sé 
observará su analogía con la del $. 88, que se refiere á los 
polígonos, 

TEOREMA. 

243. Siempre que dos poliedros sean semejantes, po. 
dránser divididos en un mismo número de tetraédros sé= 
mejantes y “semejantemente dispuestos. 

Demostracion. Por de contado: es indudable que si en 
las caras semejantes de los poliedros propuestos-se juntan 
los ángulos homólogos por diagonales , se formará sobre 
estas: caras un mismo número de triángulos semejantes y 
semejantemente dispuestos; Escogiendo :en seguida en-los 
dos cuerpos dos caras semejantes , y tomando en cada una 
un ángulo homólogo para juntarlo:4:todos los demas:án= 
gulos del cuerpo, de que hace parte y.los poliedros pro- 
puestos se hallarán divididos, en un mismo número de: tes 
traedros- semejantemente dispuestos, y: cuyas bases serán 
todas semejantes. 

A estos tetraedros podremos dividirlos en: dos clases: 
los unos tendrán dos caras comunes con los poliedros, y 
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que comprendan entre sí ángulos diedros igmalés , como 
pertenecientes que son á los poliedros; y serán por con- 
siguiente semejantes. En esta clase «se hallan los tetrae- 
dros GCDE y gede, cuyas caras GDC y,GDE, gdc y 
gde son semejantes como triángulos homólogos de las-ca- 
ras semejantes DEFG y defg de los poliedros , y que com- 
prenden los ángulos diedros CGDE, egde, pertenecientes 
á los poliedros. 

Los tetraedros: de la segunda clase: estan compuestos 
de caras homólogas de los tetraedros de la primera, y 
comprenden ángulos formados por la diferencia de ángu- 
los iguales de estos tetraedros, y de ángulos iguales de 
los poliedros. De este número son los tetracdros GAEG, 
gaec, Con efecto, la comparacion de los tetraedros GOCDE 
y gcde, cuya semejanza hemos demostrado ya , hace ver 
que los triángulos GEC y gec son semejantes, y que los 
ángulos diedros DCGE y dege son iguales. La compara. 
cion de los tetraedros GABC y gabc, que tambien tienen 
dos caras comunes con los poliedros, á saber, BCG y 
ABC por lo respectivo al primero; bgg y abc por lo per= 
teneciente al segundo, hace ver la semejanza de los trián= 
gulos ACG y ag, asi como la igualdad de los ángulos 
diedros BCGA y hega. Ahora bien: si de los ángulos die- 
dros BCGD y begd iguales por estar formados por caras 
homólogas de los poliedros , se quitan respectivamente los 
ángulos DCGE y dege y BCGA y bega, cuya igualdad 
se ha manifestado ya, habrán de ser iguales Jos: ángulos 
diedros restantes AÁCGE y acges y por consiguiente serán 
semejantes los tetraedros GAEC y gaec. Iguales conside= 
raciones harian manifiesta la semejanza de todos los te- 
traedros que no tienen dos-caras comunes: con-los po- 
liedros. 
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Conviene mucho hacerse cargo de la semejanza de los 
triángulos ACG y acg, formados por las diagonales de 
los poliedros; porque de ella resulta que los vértices de 
los ángulos poliedros A, G, C,4,g,c, homólogos en 
caras semejantes , se hallan semejantemente colocados los 
unos con respecto á los otros en todos los planos que los 
juntan, y que estan asimismo semejantemente colocados é 
igualmente inclinados con respecto á las caras que en- 
cuentran. De-esto se infiere que los vértices de estos án- 
gulos estan semejantemente colocados en los dos cuerpos, 
asi como con respecto 4 las caras homólogas, y que son 
por consiguiente homólogos en los cuerpos. Esta demos- 
tracion es enteramente análoga á la del $. 89, relativa á 
los polígonos, ¿ 
TEOREMA, 


244. Las aristas homólogas de los poliedros seme 
jantes| son proporcionales ; como tambien las diagonales de 
las caras homólogas, y las diagonales interiores de los 
poliedros. 

Demostracion. Con efecto, si se comparan sucesiva= 
mente las caras homólogas BCGE y begf, y los triángu- 
los AGC y agc, nos resultarán las dos siguientes series de 
razones iguales: ¡ 

BC: bc :: BE: ¿f:: BG :bg:: GC: go; 

GC: gc: AC: ac :: AG: ags 
las cuales se enlazan entre sí por medio de la razon co- 
mun GC: gc; y del mismo modo se las combinaria con 
las series de razones iguales deducidas de la comparacion 

de las otras caras homólogas. 

245.  Observacion. No tengo por necesario detener- 
me á hablar de la medicion del area de las superficies que 

TOMO 111. DD 


Fig. 128. 
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terminan á los poliedros, en vista de quese componen de 
figuras planas, cuyo valor será fácil determinar con el au- 
xilio de las proposiciones de la segunda seccion de lá pri- 
mera parte. Solo advertiré que la suma de las areas de los 
paralelógramos que envuelven 4 un prisma, no compren- 
diendo en ellas las dos bases, es igual al producto de una 
de las aristas AF”, BG, CH £c. de este prisma, fig. 128, 
multiplicada por el contorno de la seccion LMNOP, he- 
cha por un plano que la sea perpendicular. Con efecto, 
de lo expuesto ($. 196) se sigue que los lados LM, 
MN, NO éxc. de la indicada seccion vienen á: ser las al- 
turas de los paralelógramos ABGF , BOHG, CDIH 8cc., 
tomando por bases las aristas AF, BG, CH «cc. Tendre- 


mos, pues: 
ABGF= AF x LM; 


BCHG= BG x MN5écc. 
y siendo entre sí iguales las aristas AR, BG écc., la su- 
ma de las areas de los paralelógramos que envuelven al 
prisma, será igual á una de ellas, multiplicada por LM 
+MN += Kc. 


TEOREMA. 


246. Las areas de los poliedros semejantes son en- 
tre sí como los cuadrados de sus aristas homólogas. 
Demostracion. Cada una de las caras del primer po- 
liedro es:á su correspondiente en el segundo, como el cua- 
drado de uno de los lados de aquel es al cuadrado del la- 
do homólogo del otro ($. 176): mas siendo estos lados 
aristas homólogas de los poliedros, se hallan de un polie- 
dro al otro, en una misma razon ($. 244): sus cuadra- 
dos formarán, pues, una serie de razones iguales; y sien- 


y 
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do al mismo tiempo estas razones las de las caras homólo- 
gas, habremos de inferir que estas últimas son iguales en- 
tre sí. Por consiguiente, la suma de las caras del primer 
poliedro es á la suma de las caras del segundo , como una 
cualquiera de las caras del uno es á-la correspondiente del 
otro; ó como el cuadrado de una arista del primer polie- 
dro es al cuadrado de la arista homóloga del segundo. Y 
sostituyendo en esta proporcion en lugar de las sumas de 
las caras las areas totales de los poliedros que ellas forman, 
vendrá á resultar que estas areas serán entre sí en la mis- 
ma razon que los cuadrados de las aristas homólogas. 


De la medicion de los volúmenes. 


247. Se designa generalmente por el nombre de wo- 
lúmen * el espacio contenido por la superficie de un po- 
liedro, ú ocupado por este cuerpo. Cuando consideramos 
una vasija ó cuerpo hueco, designamos su volúmen, va= 
liéndonos para ello de la palabra capacidad. Entre innu= 
merables cuerpos de formas diferentísimas , se hallan no 
pocos equivalentes en volúmen, asi como hay muchas fi- 
guras planas de formas muy diferentes, y equivalentes en 


areas ($. 159). 


* Esta voz, entendida por todos, me ha parecido preferible 4 la de 
solidez, que se sucle emplear en el mismo sentido, sin embargo de te- 
ner 4 veces otra muy distinta acepcion. Tan solo cuando en una lengua 
se echen de menos palabras propias para designar una idea, podrá ser per- 
mitido introducir al efecto una nueva, Ó apartar de su ordinaria signi- 
ficacion cualquiera palabra conocida. Y pues que todo el mundo com- 
prende qué se entienda por volúmen de un cuerpo, no vemos necesidad 
alguna para designarle por medio de la palabra solidez, destinada yaá 
recordarnos la resistencia" las diversas causas de destruccion. 


. 
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TEOREMA. 


248. Dos paralelepípedos construidos sobre una 
misma base, y terminados superiormente por un mismo 
plano paralelo á su base, son equivalentes en volúmen. 

Demostracion. Se nos ofrecen dos casos que conside- 
Fig. 131. rar: en el uno, que nos representan las dos figuras 131, 
y de que hablaré en primer lugar, los paralelepípedos 
propuestos AG y AL se hallan contenidos lateralmente 
entre los mismos planos paralelos AK y DL. En tal esta- 
do de cosas es bien visible que-los prismas triangulares 
AEIDHM y BEKCGL son iguales (S- 240); pues que 
los triángulos AEI y BFK que les sirven de bases, lo son 
($. 16), á cansa de las paralelas AE y BF, Aly BK;y, 
los paralelógramos AEHD y BFGC, AIMD y Beso po (Ó 
son asimismo iguales ($. 238). Si, pues, quitamos del 
poliedro AL, por una parte al prisma AEIDHM, y por 
otra al prisma BEKCGL, los paralelepípedos restantes 
ABCDEFGH y ABCDIKLM,ó6 AG y AL, habrán 
de ser equivalentes. 
Fig. 132. El segundo caso se nos presenta en la figura 132, 
en la cual los dos paralelepípedos ABCDIKLM Yerenoonos 
ABCDNOPAQ no tienen comun mas que su base inferior 
ABCD, y el plano que contiene sus bases: superiores 
IKLM y NOPQ Podremos reducirlo al anterior prolon- 
gando los planos ABIK y, DOLM al mismo tiempo que 
los planos ADQN y BCPO, para formar el paralelepípe- 
do ABCDEFGH ($. 239), que resulta equivalente en 
primer lugar al paralelepípedo ABCDIKLM, como com- 
prendido que está lateralmente entre los planos paralelos ' 
AK y DL. El mismo paralelepípedo ABCDEFGH, con- 
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siderado como comprendido entre los planos paralelos BP 
y AQ, es asimismo equivalente al paralelepípedo........... 
ABCDNOPO. Son, pues, equivalentes entre sí los pa- 
ralelepípedos ABCDIKLM y ABCDNOPQ, 6. AL y. 
AP. in 

249.  Corolario. Por medio. del teorema precedente 
se puede hacer ver que todo paralelepípedo AL, cuyas 
aristas AL, BK, DM, CL, .:se hallen inclinadas 4la ba= 
se, es equivalente q otro ¿AP ,-construido «sobre la misma 
base, mas: con las aristas AN, BO, CP, DQ perpendicu- 
lares 4/la base. h 

Se puede trasformar despues este último, fig. 133, Fig. 133. 
en. otro ABRSNOTU,ó AT, que tenga por base al rec 
tángulo ABRS, equivalente.al paralelógramo ABCD, y 
cuyas aristas sean tambien perpendiculares á:su:bases por» 
que, si consideramos 4 los. paralelepípedos AP: y AT, co» 
mo que tienen por base comun al paralelógramo ABON, 
entrarán de nueyo en el primer caso del párrafo prece- 
dente, 

Bien claro seve. que todas las caras del. paralelepípe- 
do AT son rectángulos; por. cuya causa se le da el nom- 
bre de paralelepípedo rectángulo: y de lo'que acabamos 
de exponer se infiere , que cualquiera paralelepípedo pue- 
de trasformarse en otro. paralelepípedo rectángulo que 
tenga una base. equivalente á. la del primero, y la misma 
altura. ; 

La altura de un prisma ó de un paralelepípedo es la 
perpendicular levantada entre sus bases, 

N; B. Es necesario tener presente que las bases ABCD 
y ABRS tienen necesariamente un lado comun, 


Fig. 129. 
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250. Si sobre la base de un prisma triangular se 
Forma un paralelógramo, y tomando d. este por base se 
levanta sobre él un paralelepípedo de la misma altúra 
que el prisma triangular, habrá de ser este la mitad 
del otro. 

Demostracion, Sea el prisma triangular ABCEFG, 
fig. 129, si se acaba sobre su base el paralelógramo 
ABCD, y se:levanta'en el punto D la recta DH parale- 
la á las rectas AE, BF, CG, y terminada en el plano de 
la base superior EFG del prisma: propuesto; los planos 
AEHD, DHGC, respectivamente paralelos á los planos 
BEGC y AEEB ($.217), completarán el paralelepípedo, 
y formarán con el plano AEGC un segundo prisma triani- 
gular ADCEHG, cuyas partes constitutivas serán las mis- 
mas que las del prisma ABCEFG. Con efecto, las bases 
triangulares son las mismas; la cara ACGE les es comun, 
y las otras caras paralelógramas son iguales, como opues- 
tas que son en el paralelepípedo. Sin embargo de esto no 
podemos concluir del $. 24o' la igualdad de estos pris- 
«mas , por no hallarse semejantemente dispuestas sus cád 
ras. Solo los ángulos triedros, tales como H y B, diago- 
nalmente opuestos.en el paralelepípedo, se nos presentan 
enteramente formados de ángulos planos iguales. Compa- 
rando la posicion de estos ($. 223) venimos en conoci 
miento de que los ángulos diedros AEHG y GCBA, 
DHGE y FBAC, AEGH y EACB son iguales. Y por 
aqui se ve que el prisma triangular ADCEHG está 
construido por debajo del plano EHG de las mismas par 
tes que constituyen al prisma ABCEFD por encima de 
ABC, y que por consiguiente estos dos poliedros, com: 
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prendidos. «enla: clase de los Aque no pueden coincidir > 


($. 22:55) , deben encerrar el nismo espacio: será, pues; 
el'volúmen:de:cáda tino de:ellos: la: mitad del del pa- 
ralelepípedo que ellos. componen. *, 

251. Corolario. De esto se sigue que dos prismas 
triangulares que tengan una misma base y la misma: altu. 
ra, sonsequivalentes, como mitades que son' de paralele. 
pípedos equivalentes. : : 


TEOREMA. 


252. Sise.corta un tetraedro por planos paralelos 
á subase y equidistantes, se podué formar en tada uno 
Joe y 2) 
de los cortés un prisma:externo' y »otro interior, de modo 
prisma , 
que la suma de los primeros se aproxime á la de los se= 
gundos, y por consiguiente tambien dá el tetracdro. 


%- Siaun quedase alguna duda sobre esta igualdad ,.se la podrá di- 
sipar del siguiente modo. Por las extremidades A, E de una arista del 
paralelepípedo BH, fig. 134, se tirarán planos perpendiculares 4 esta 
arista, y asi se formará el paralelepípedo NE, cuyas aristas son perpen= 
diculares 4 la base AMNO, y es ademas equivalente al paralelepípedo 
BH, por tener una misma altura, ser equivalentes sus bases AOLE 
ADHE, y tener por otra parte :un:lado:comun ($. 249)- Ahora bien, 
el plano DBHF divide al paralelepípedo NE en dos prismas triangula- 
res rectos AOMELT, MNOIKL , evidentemente iguales; porque sus 
caras son iguales, semejantemente; dispuestas , ésiguales los £ngulos dis- 
dros correspondientes. Es, pues, csda uno de estos prismas la mitad 
del paralelepípedo NE, y por consiguiente la del paralelepípedo BH. 
Esto supuesto, es fácil ver que las pirámides cuadrangulares AMBDO 
y EIFHL son iguales, £Omo que tienen,,todas sus caras iguales cada 
una á su correspondiente, semejantemente dispuestas , y sus ángulos die» 
dros correspondientes iguales'; y que silÉ consecuencia se quitan alter: 
nativamente del cuerpo, AMOEFH, los residuós 'seráh los dós prismas 
triangulares AOMELI, ABDEFH, Son, pues, equivalentes estos dos 
prismas: y siendo el primero la mitad del paralelepípedo BH, habrá 
de suceder lo mismo al segundo, 

Esta demostracion me la comunicó en 1803 Mr. Fournier el jóven; 
pero Mr. Ampere, profesor entonces en la Escuela central de Lyon, 
habia. ya descubierto por su parte:el principio en quese funda, 


Fig. 134. 


Fig.1 135- 
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Demostracion: Sean ABC, fig. -13:, la base del te- 
traedro propuesto, y FGH, LMN, QRE los planos se- 
cantes. Tírense por los puntos A y BF y G,L y M, 
Q y R, las rectas AD y BE, la y Kb, Of y Pg, Ul y 
Vin, paralelas á la arista CS y terminadas en los planos 
secantes superiores. Enel primer corte el prisma externo 
setá ABODEH, y el interno abCEGH. Por: abreviar de- 
signaré al uno por AH y al otro por 4H. En el corte se- 
gundo FGHLMN el prisma externo será EN y el interno 
fN; y asi sucesivamente hasta el último corte SORT, el 
cual no tendrá prisma interno, sino solo el externo QS. 

Todos estos prismas tienen por altura comun al grue- 
so de las rebanadas3' y. estando comprendido el prisma in- 
terno-de cada nna entre las mismas paralelas que el pris- 
ima externo de la inmediata superior , habrá de ser igual á 
este último ($. 240); de modo que 

a«14=FN;fN=LT; /T=08S; 
y por consiguiente 

ad=+fN=IT=FN=+LT=+ QS; 
suma que comprende todos los prismas externos, á excep- 
cion del primero AH, Es, pues, este el exceso que lleva 
la suma de los prismas externos 4.la de los internos. 

Yo no he considerado mas de.cuatro rebanadas , pero 
pueden ser tantas cuantas se quieran; y cuanto mayor sea 
el número de ellas , tanto menor será su: grueso, ó el del 
prisma AH. Porc nsiguiente se le podrá hacer menor que 
un prisma dado, por pequeño que sea estes y lo. mismo 
sucederá con la diferencia. de la suma delos prismas ex- 
ternos y la de los internos. Mas siendo el tetraedro SABC 
menor que la primera suma y mayor que la segunda , su 
diferencia con relacion 4 cualquiera de las dos será toda- 
vía menor que su diferencia propia; podremos, phes, ha- 
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cer de modo que la una y la otra suma se aproximen 
cuanto se quiera al volúmen de este tetraedro. 


TEOREMA. 


253. Dos tetracdros de uma misma base y de una 
misma altura, son equivalentes. 

Demostracion. Imaginémonos que sobre cada tetraedro 
SABC, S'A'B'C“se haya construido una serie de prismas 
externos correspondientes, Estos prismas, comprendidos 
entre planos paralelos, tienen necesariamente una misma 
altura; y estando las secciones que les sirven de bases 
respectivamente 4 una misma: distancia del vértice, asi 
como los triángulos. iguales ABC, A'B/O”, bases de los 
tetraedros, son iguales cada cual 4 su correspondiente 
(S. 236): son, pues, equivalentes los- prismas «externos 
correspondientes; y Por consiguiente la suma de los pris- 
mas externos de un tetraedro es igual á la de los prismas 
exrernos del otro. Si,- pues, designamos por S y-S” éstas 
dos sumas, tendremos ; , 


mas como podamos reducir 4 la pequeñez que queramos 
la diferencia de cada una de estas sumas y del tetraedro 
á que pertenece , podremos hacer yer que la diferencia en- 


S SABC 
tre js razones 5 y TEO 
otra cantidad dada; y Viniendo por este medio'á serlo asi- 

ABC 
SABC 
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es menor: que «cualquiera 
y3 , 11009 


mismo la de la razon invariable y de la unidad, 
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; SABC : 
resultará de esto que as ($. 153), y porcon- 


siguiente que SABC= S'AB'C' *, 


TEOREMA, 

254. Cualquier tetracdro es equivalente á la tercia 
parte del prisma triangular que tenga la misma base y 

la misma altura. 
Demostracion. Si por los puntos A y C de la base 
Fig. 136. ABC del tetraedro EABC, fig. 136, tiramos las rectas 
AD, CE, paralelas á la arista BE, y por el punto E un 
plano paralelo al ABC, resultará formado ($. 237) el 
prisma triangular ABCDEF. Si ahora hacemos pasar por 
«los vértices A, E, C de los ángulos triedros de este pris- 
ma un plano, separará primeramente de él el tetraedro 
propuesto EABC, cuya base y altura son las mismas que 
las del prisma: despues de lo cual resultará una pirámide 
cuadrangular EACED representada con separacion en 
E/A'C'F'D”, cuyo vértice se hallará en E, y que tendrá 
por base la cara posterior ACED del prisma. Y si por 
Josipuntos-D-, E, C hacemos pasar un “nuevo plano, di- 
«vidiremos com él la pirámide en dos tetraedros EACD, 
ECFD, : representados aparte en E“A“C“D”, EWC” 


Puse haria ver inmediatamente que se cometeria un absurdo en su- 
poner 4uno de los tetraedros mayor que el otro; pues para ello bas- 
taria considerar tales álos prismas externos , que la diferencia entre los 
que esten formados sobre el tetraedro supuesto mas pequeño, y el 
mismo tetraedro fiese menor que la diferencia de los dos tetraedros; 
porque de esto resultaria que la suma.de los. prismas externos Corres» 
"pondientes , formados sobre el tetraedro que se mira como el mayor, 
seria menor que este tetraedro. 


DE GEOMETRIA, 219 
E“D””; cuyas alturas serán iguales, pues que tienen su 
vértice en el mismo punto E, hallándose sus bases sobre 
un mismo plano. Estas bases son por decontado iguales, 
como mitades que son del paralelógramo ACFD: son, 
pues , equivalentes los tetraedros EACD, ECED CS. 
preced.); y pudiendo el segundo ser considerado como 
que tiene por base al triángulo DEF igual al triángulo 
ABC y su vértice en el punto C, vendrá á tener la mis- 
ma base y la misma altura que el prisma, y á consecuencia 
será equivalente al primer tetraedro EABC. Es, pues, 
visto, que los tres tetraedros EABC, EACD, ECED son 
entre sí equivalentes, y por consiguiente cada uno de ellos 
viene á ser la tercia parte del prisma triangular que entre 
todos componen. 

TEOREMA. 


255. Los paralelepípedos rectángulos de una misma 
base son entre sí como sus alturas. 

Demostracion. Sean los paralelepípedos rectángulos 

AG élP, fig. 137, cuyas bases AC é IL son rectángn- 


- los iguale: 


1.2 Si las alturas AE é IN son comensurables, de 
modo que se las divida en partes Aa é Ii, iguales 4 su 
medida comun, y que por los puntos q é í se tiren pla- 
nos paralelos 4_AC y á IL, se formarán paralelepípedos 
Ac é 11 iguales entre sí (6. 240); y siendo el número de 
estos paralelepípedos en AG el mismo que el de las par- 
tes iguales contenidas en AE; y en IP el mismo que el 
de las partes iguales contenidas en IN, tendremos evi- 
dentemente AG: IP:: AE: IN, 
conforme á lo que hemos propuesto. 

2.2 Cuando las alturas AE é IN no sean comensu- 


Fig. 137. 


Fig. 138. 


¡220 ELEMENTOS 
Yables, el. girode , demostracion de que se ha hecho 
uso ($..166) hace igualmente ver,que la:razon del pa- 
ralelepípedo AG al paralelepípedo IP no puede sér:ma- 
yor ni menor que la de AE¡4TN.:Con efecto, si supone- 
mos la proporcion 
AG: IP: AE: IR, 

siendo IR> IN; 
tomaremos sobre TN partes alicnotas de AE , mas peque- 
ñas que NR; y por el punto de division y que cae entre 
N y R, tiraremos un plano paralelo'4 IL, para formar 
el paralclepípedo Ip, con respecto al cual tendremos 

AG: Tp :: AE : In; 
y de esta proporcion y de la anterior deduciremos : 

IP: Ip:: IR : la; 
resultado absurdo; pues. siendo 1P < Ip, es IR > In. 
Tampoco se puede hacer 

AG: IP: AE: IR”, 
siendo IR'< IN; 
porque para un punto de division y”, colocado entre R/ y 
IN, tendríamos: 

AG: Ip':: AE :In'5 
de donde inferiríamos que 

IP: Ip! 25 1R/: 17; 
lo cual es asimismo absurdo, pues que IP>1p', siendo 
IR < Ir. 


TEOREMA, 


256. Dos paralelepípedos rectángulos cualesquiera 
AG ¿1P, fig. 138, son entre sí como los productos de 
las aristas que formen un mismo angulo triedro. 

Demostracion. Si de la arista IN del paralelepípedo 
1P tomamos una parte I'= AE; y de la arista BC: del 
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paralelepípedo AG-una parte BC/=IM'; y despues tira= 
mos el plano UL” paralelo 4 IL, y el plano C'H/ parale- 
lo 4/AF, resultarán construidos los paraleleopípedos 1L/ y 
AG/, que tendrán: por bases los rectángulos IM' y AH/, 
formados sobre bases y alturas iguales. Tendremos, pues, 
($. preced.) AG':1L/:: AB: 1K; . 

y comparando los paralelepípedos AG y AG”, considera- 
dos como que tienen por base al rectángulo AF, resultará 
AG: AG':: AD: AD”, 

Multiplicando estas proporciones por órden, omitien= 
= do el factor AG” comun á los dos términos de la primera 
razon compuesta, y sostiruyendo 4A.D/su igual IM, ven- 
dremos á concluir que 


AG: 1L':: ABx AD : IKx IM. 
Finalmente, por tener una misma base IKLM los pa- 
ralelepípedos 1L' é IP, nos darán esta proporcion: 
IL: IP ::11: IN. 
Maltiplicando ahora por'órden estas dos últimas pro- 
porciones, omitiendo el factor IL”, y reemplazando 4 11 . 
por su igual AE, tendremos: 


AG :1P:: ABx ADxAE a TK x IM x IN; 
lo cual viene 4 ser la Propuesta del teorema. 


257. Observación, Si adoptamos por término de 
comparacion de todos los paralelepípedos rectángulos al 


paralelepípedo rectángulo ag, fig. 139, cuyas tres aristas Fig. 


contiguas ab, 4d, ae, sean todas iguales 4 la línea esco- 
gida para unidad Ó para medida comun de las rectas, su 
producto habrá de ser la unidad; y tendremos: 


ag AG ::1 :ABXADx AE; 
es decir: que el paralelepípedo rectángulo AG contendrá 


222 ELEMENTOS 
al paralelepípedo ag tantas veces como el producto de 
las líneas AB, AD y AE, referidas á la medida comun 
ab contiene á la unidad. Esto es justamente lo que debe 
entenderse siempre que se diga que la medida del volú- 
men de un paralelepípedo rectángulo es. el producto de 
sus tres aristas contiguas 3 y si tenemos presente que 


el producto AB x AD expresa el número de cuadrados 
iguales á ac que se hallan contenidos en la base AC 
($. 168), ó lo que viene á ser lo mismo, nos da la me- 
dida del area de la base, vendremos á concluir que el vo- 
lúmen de un paralelepípedo rectángulo tiene por medida 
al producto de su base por su altura, valuadas entrambas 
numéricamente. 

En el caso de que las aristas AB, AD y AE contu- 
viesen un número exacto de veces al lado ab del parale- 
lógramo ag ,se reconocería á la sola inspeccion de la figu= 
ra, que se podrian colocar sobre la base AC tantos para- 
lelepípedos iguales á 4g, como veces contienela base AC 4 
la ac; y que de este modo se formaria un paralelepípedo 
de la misma base que AG, dela misma altura que ag, y 
que estaria contenido en AG tantas veces como la altura AE 
contiene á la qe , ó al lado ab; de lo cual se sigue ade- 
mas que el paralelepípodo AG contiene tantos paralelepí- 
pedos iguales á ag, cuantas unidades contenga el produc- 
to de base a por la altura AE, 


258. + Corolario. Si las aristas AB, AD, AE fue- * 


sen entre sí igual, el volúmen del paralelepípedo AG 


se mediria por AB x AB= AB' , 6 por la secas 
tencia de AB; mas es bien visible que en este caso las 
seis caras del paralelepípedo rectángulo AG vienen á ser 
cuadrados iguales. Entonces se le da el nombre de cubo, y 
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de aqui nace el llamar cubo á la tercera potencia de cual- 
quier número. 

259. 2. Corolario. Puesto que un paralelepípedo 
cualquiera puede en todo caso ser trasformado en parale- 
lepípedo rectángulo de la misma altura, y construido so- 
bre una base equivalente ($. 249), habrá de ser consi- 
guiente que el volúmen de un paralelepípedo cualquiera 
tenga por medida al producto de su base por su altura; y 
que por consiguiente dos paralelepípedos de una misma 
altura y de bases solo equivalentes, comprendan el mismo 
volúmen. 

260. 3.” Corolario. Siendo equivalente el volúmen 
del prisma triangular ABCEFG, fig. 129, á la mitad Fig. 129 
del del paralelepípedo ABCDEFGH ($. 250 ), habrá 
de tener por medida, á consecuencia de lo que precede, 
la mitad del producto de la: base del tal paralelepípedo 
por su altura; mas no siendo:el triangular ABC, que for- 
ma la base del prisma, mas de'la'mitad del paralelepípe- 
do, es evidente que el volúmen de un prisma triangular 
tendrá por:medida al producto de su base por su altura. 

Del mismo modo se expresa el volúmen de un pris- 
ma.que tenga“una base cualquiera ABCDE, fig. 128; Fig. 128. 
porque si se divide el polígono ABCDE en triángulos con 
el auxilio de las diagonales AC, AD, y. por estas diago- 
nales y por-las aristas paralelas que las son contiguas, AF 
y CH;'AR y DI, se tiran planos, se dividirá el prisma 
Al en tres prismas triangulares de una misma altura, y 
euyas bases serán: ABC, ACD, ADE; y designando por 
H la altura comun de estos prismas, Ó la distancia per- 
pendicular de los planos que contienen sus bases inferio= 
res y sus bases superiores, serán las medidas de sus volú- 
menes respectivos. 


tig. 127. 
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ABC x H; ACD x= H; ADE x H; 
y por tanto su suma (ABC Es ACD + ADE) H= 


ABCDE x H dará el volúmen del prisma total AT. 

De esto se infiere que los volúmenes de dos prismas 
cualesquiera son entre sí como los productos de su base 
por sualtura , y que por consiguiente cuando tengan ba- 
ses equiyalentes , serán entre sí como sus alturas; y cuan- 
do tengan una misma altura, serán entre sí como sus ba= 
ses; y que finalmente serán equivalentes cuando tengan 
á un mismo tiempo una misma altura y bases equivalen- 
tes, cualesquiera que sean las figuras de estas. bases. 

261; : 4. Corolario, El volúmen de un tetracdro tie- 
ne por medida á la tercia parte del”producto de su. base 
por su altura; puesto que este volúmen es la tercia par- 
te del del prisma que tiene por medida al producto de su 
base por su altura ($. 254)..." 

262. 5.2 Corolario.¡Las mismas medidas convienen 
á todas las pirámides, cualesquiera que: ellas sean; pues si 
dividimos en triángulos la base ABCDE de nna pirámide 
cualquiera SABCDE, fig. 127» y tiramos el plano por 


“ el yértice y por cada una de las diagonales AC, AD, re- 


sultará dividida:la pirámide en tres tetraedros de una mis- 
ma altura, y cuyas bases serán respectivamente ABC, 
ACD, ADE: y siendo la medida del volúmen de cada 
uno de estos tetraedros la tercia parte del prodítto de su 
base por su altura, la suma. de Jos volúmenes de todos 
tres ó el dela pirámide: propuesta, vendrá 4 ser necesa- 
riamente igual á la tercia parte del. producto de la suma 
de sus bases por la altura comun; es decir, 4 la tercia par- 
te del producto de la base de la pirámide propuesta por 
su altura, 
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De lo cual resulta que dos pirámides cualesquiera 
son entre sí como los productos de su base y altura; y 
solamente como sus bases:cuando'sean unas mismas!sus al- 
turasz Ó solamente como sus alturas; st son equivalentes 
sus bases; Ó finalmente, que las tales pirámides habrán de 
ser equivalentes en caso que sus alturas y sus bases lo:sean 
á un mismo tiempo, 'cnalesquiera que por otra parte sean 
las figurasde estas bases, 3 

263. Observaciones. Puesto que podemos hallar la 
altura de una pirámide cuya parte es un tronco que se 
nos ha dado con bases paralelas ($. 234), no” puede 
ocultársenos que podremos asimismo determinar el yolú- 
men de este tronco, calculando con separación el dé la pi- 
rámide entera, el de la que la falta, y tomando la dife- 
rencia de estos dos resultados. 

Se puede ver igualmente que pudiendo ser dividido 
en pirámides un políedro cualquiera ($. 241), la valna- 
cion de su volúmen se efectuará calculando con separa- 
cion, conforme á lo prescrito, el decada una de las pi- 
rámides que el poliedro. propuesto contiene; y tomando 
por último la suma de los resultados. No tengo por nece- 
sario detenerme mas en este asunto. 

Hay sin embargo'una especie de poliedros, á:la cual 
se pueden reducir todos los demas, y por'esta razon con- 
viene hacer conocer; y son los prismas triangulares trun- 
cados , que no se diferencian de los ordinarios sino en que 
el plano opuesto á su base no es paralelo 4 ella; y en que 
á consecuencia sus caras vienen á ser trapezios, en vez de 
ser paralelógramos. ABCDEE, fig. 140) representa un Fig. 140. 
prisma triangular truncado, 


"DOMO 111, FE 
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TEOREMA. 


264. Un prisma triangular truncado es en todo ca- 
so:equivalente d tres. tetraedros de una misma base, y 
que tienen sus respectivos wértices colocados en cada uno 
de los ángulos del triángulo opuesto d esta base. 

Demostracion. Haciendo pasar un plano por los tres 
puntos A, C, E, separaríamos en primer lugar del pris- 
ma ABCDEF al tetracdro EABC, cuya base es el trián- 
gulo ABC, base del prisma, y cuyo vértice se halla co- 
locado en el ángulo E del triángulo DEF opuesto á esta 
base, A consecuencia de esto resultará la pirámide cua- 
drangular EACED, que se dividiria en los dos tetraedros 
EACD, ECED, tirando por la diagonal DC y. por el 
punto E el plano DEC. Estos tetraedros no son los que 
se hallan designados en la propuesta; mas restableciendo 
el prisma en su total entereza, se hace fácilmente ver que 
aquellos son equivalentes á estos últimos. 

Con efecto, si en la cara ABED tiramos la diagonal 
BD, é imaginamos el plano BDC, nos resultará el tetrae- 
dro BACD, construido sobre la base ACD del tetraedro 
EACD, y de la misma altura, pues que Jos yértices By 
E del uno y del otro:se hallan en una misma recta BE, 
paralela al plano de su base; pero tambien se puede con- 
siderar al tetraedro BACD como que tiene su vértice en 
el punto D, y por base al triángulo. ABC: y de este mo- 
do este tetraedro es cual lo requiere la propuesta. 

Para hallar ahora. el tetraedro equivalente 4 ECED, 
es necesario. tirar las diagonales AF y BF en las caras 
ACFD y BCFE; é imaginando entonces el plano AFB, 
tendremos al tetraedro BACE, cuya base ACE es equi- 
valente á la base CED del tetraedro ECFD, pues que 


DE GEOMETRIA. 227 
estos dos triángulos tienen una misma base CF y se ha= 
Jlan comprendidos entre las paralelas AD y CF: tenien- 
do ademas los tetraedros sus vértices en la misma recta 
BE, paralela al plano de su base, tienen por consiguiente 
una misma altura; y son por tanto equivalentes. El te- 
traedro BACE, considerado como que tiene su vértice 
colocado en FE, y por base al triángulo ABC, será el 
tercer tetraedro designado en la propuesta. 

265.  Corolario. Del teorema precedente se sigue 
gue el volúmen de todo prisma triangular truncado tiene 
por medida al producto de su base por la tercia parte de 
la suma de las tres perpendiculares bajadas sobre esta ba- 
se desde cada uno de los ángulos de la base superior, pues 
que estas perpendiculares son las respectivas alturas de 
los tetraedros, 4 cuya suma es equivalente el prisma, y 
que tienen todos por base la misma del prisma. 


TEOREMA. 


266. Dos poliedros semejantes son entre sí como los 
cubos de sus aristas le 
Demostracion. 1.? Si los poliedros propuestos fueren 
las pirámides SABCDE, S.FFGHIK, fig. 127, tendre- Ls 1%. 


mos ($. 235): 
ABODE : FGHIK :: SP": SQ;, 
y multiplicando esta proporcion por la proporcion evi- 
dente ¿0P:3SQ:: SP.:SQ; 
nos resultará 
ABCDEx3SP : FGHIK x SQ +: SP*:S'Q?. 

Los dos primeros términos de esta proporcion, que 
expresan los volúmenes de Jas pirámides propuestas , Nos 
manifiestan que estos volúmenes son entre sí como los cu- 
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bos de sus alturas; mas la semejanza. delas pirámides nos 
da asimismo; 
SP:SQ::SA: SF: AB: FG ($. 233); 
de lo cual se deduce: 
POSE. EOS, 
y por consiguiente 

SABCDE : SFGHIK :SA ¿SB ;: AB: FG) 
es decir: que las pirámides semejantes som entre sí como 
los cubos de sus aristas homólogas , ya partan estas aris- 
tas desde sus vértices, ó ya.se hallen-en sus bases *, 

2, Cuando tratemos de otros poliedros ¡cualesquie- 
ra, los podremos imaginar 'divididos enn ¿mismo nú- 
miero de piramides semejantes y -semejantemente dispues» 
tas ($. 243). Cada una de las pirámides del primer po» 
liedro será 4. su correspondiente del: segundo como el cu- 
bo de una de sus aristas, es al cubo de la arista homóloga 
de la otra pirámide; mas estas aristas, que necesariamen- 
te sonó las aristas mismas de los poliedros propuestos, ó 
las diagonales de sus caras, Ó finalmente las diagonales 
que juntan interiormente los vértices de sus ángulos po- 
liedros, se hallan de un poliedro al-otro, en una misma 
razon ($. 244); formarán por consiguiente sus cubos una 
serie de razones iguales; y siendo al. mismo tiempo igua- 
les estas razones 4 las de las pirámides, nos será. forzoso 
concluir que estas últimas han de ser iguales entre sí. Por 
tanto, la suma de las pirámides del primer poliedro es 4 
la suma de, las pirámides del segundo como una cualquie- 


24 Imitando la construccion y el razonamiento del $. 177, seria 
fícil hacer ver que los volúmenes de:dos tetraedros que tengan un Án- 
gulo triedro comun, son entre sí-como los productos de las aristas , que 
+ cada uno de ellos, comprenden aquel ángulo, 
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ra de las pirámides del uno es á la correspondiente del 
otro Ó como el cubo de una cualquiera de las aristas del 
primer poliedro es -al cubo de la arista homóloga del se= 
gundo. Y sostituyendo en esta última proporcion en lugar 
de las sumas de las pirámides, los poliedros que ellas com- 
ponen nos vendrá á resultar por conclusion que estos cuer- 
pos se hallan entre sí en la misma razon que los cubos 
de sus aristas homólogas. 


PARTE SEGUNDA. 
SECCION Il. 


De los cuerpos redondos. 


267. Los cuerpos redondos son los que podemos 
imaginar como producidos 4 consecuencia de dar una fi- 
gura plana yueltas al rededor de una línea reta. De en- 
tre ellos trataré solo aqui con especialidad del: cono recto, 
del cilindro recto , y de la esfera. 
* El cono recto se puede imaginar formado con el au- 
xilio de hacer girar un triángulo rectángulo SAC, fig. 
141, al rededor de uno de los lados del ángulo recto; Fig. 141. 
de modo que la hipotenmsa SA describe en este movi- 
miento /a superficie cónica recta que envuelve al cuerpo. 
Un punto cualquiera A? de esta recta describe una 
circunferencia de círculo, cuyo centro se halla en la rec= 
ta SC, al rededor de la cual gira el triángulo SAC, y 
que por esta razon se llama el eje del cono; porque si ima- 
ginamos tirada en el triángulo generador la recta AC! 
perpendicularmente al eje, y girando: con él, habrá de 
describir un plano perpendicular al eje SC ($. 198), y 
será claramente el radio del círculo A“D'B” 


Fig. 144. 


Fig. 142» 
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De esto se sigue que siempre que cortemos la super- 
ficie cónica por un plano perpendicular 4 su eje, nos re- 
sultará una circunferencia de círculo; y es bien visible 
que un plano tirado por su vértice , la corta en general 
siguiendo dos líneas rectas. 

El círculo ADB, descrito por el lado AC del trián- 
gulo generador, y que cierra al cono, es su base, mien- 
tras que el punto S es su vértice; y esta base es perpen- 
dicular al eje SC *, 

Los triángulos semejantes SAC y SA'C/, que nos dan 

AOS SOSA SA 
nos hacen ver que los radios de los círculos ADB 
A'D'B' son proporcionales á la distancia que hay desde su 
respectivo plano al vértice del cono; mas siendo entre sí 
las circunferencias de los círculos como sus radios ($. 154), 
y siguiendo sus areas la razon de los cuadrados de los 
mismos radios ($. 188), vendremos 4 tener ademas: 
circ.ADB.: circ, AD'B”:: AC: A/0/:SC: S/C: SA: SA; 
area ADB : area AD'B'::AC” AC” AR sE iso” 
SA :SA”; 
propiedades que vienen 4 ser las mismas que con respecto 
4 las pirámides hemos demostrado (SS. 233 y 235). 


268. . Observacion. Cuando conocemos las dimensio- 
nes de un tronco de cono con bases paralelas iia Darse 


BDDAEB'D'A'E,, fig. 144, podremos calcular por un 


* | Se da el nombre de cono recto al que describimos aqui para dig. 
tinguirlo del cono oblicuo con base circular, que se forma haciendo gi- 
rar al rededor de un punto S, fig. 142, una recta SA, sujeta Á tocar 
continuamente á la circunferencia de un círculo ADB, situado en un 
Plano que no pase por el punto S. En tal caso la recta SC, que tambien 


se Mama el eje del cono, deja ya de ser Perpendicular al plano de la 
base ADB, 
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método análogo al del $. 234, la altura del cono entero, 
Con efecto, siendo semejantes los triángulos ASO y A'SO', 
nos dan 
AO : A'0' :: SO : SO%; 
de donde se deduce que 
AO-A0' :SO-=S0O':: AO : SO; 
la cual viene á ser la siguiente 
AO=A/0' : 00':: AO : SO; 
proporcion en la cual nos estan dados los .tres primeros 
términos, y que de consiguiente nos puede dar á conocer 
la altura del cono entero. 


TEOREMA. 


269. Si se construyen polígonos regulares inscritos 
y circunscritos en la base de un cono, y se juntan los án- 
gulos de estos polígonos con el wértice del cono, estas líneas 
determinarán pirámides que se llaman regulares, porque 
todas sus caras triangulares serán iguales; y entre estas 
pirámides se pueden en todo caso encontrar dos, la una 
inscrita y la otra circunscrita, tales que la diferencia de 
sus areas sea menor que cualquiera cantidad dada, por 
pequeña que sea la magnitud de esta. 

Demostracion, Sea abcdef, fig. 143, el polígono re- Fig. 143. 
gular inscrito en la base del cono: y tirando las rectas aS, 
PS, eS érc., y juntando estas rectas por planos, nos resul- 
tará la pirámide Sabcdef, El area de esta pirámide, no 
comprendiendo en ella su base abcdef, se halla compues- 
ta de los triángulos aSh, pSc, cSd 8, iguales entre sí, 
pues que estan formados de los lados del polígono abcdef, 
regular por suposicion, y de las oblicuas Sa, Sh, Sc 8rc., 
que igualmente se apartan de la perpendicular SO. El 
area de cualquiera de estos triángulos, la de 4Sb por 
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ejemplo, tiene por medida 1abx Se, siendo Sg per= 
pendicular á la 4b3 la suma de las areas de todos tendrá 


por medida ¿N x abx Sg, designando por N al número 
de lados del polígono abedef; y representando N x ab al 
contorno de este polígono, se habrá de concluir induda- 
blemente que el area de la pirámide regular, no com- 
prendiendo en ella la de su base, tiene por medida la mi- 
tad del producto del contorno de esta base por la perpen» 
dicular bajada desde el vértice á cualquiera de los.lados 
de la misma base. 

En la pirámide circunscrita, de la cual he represen- 
tado solo una cara ASB 4 fin de no complicar mas la fi- 
gura, son iguales entre sí todas las caras como en la pirá- 
mide inscrita, porque las aristas SA, SB 8cc. son asimismo 
oblicuas que se apartan igualmente de la perpendicular 
SO. Y siendo el punto de enmedio del lado AB del po- 
lígono circunscrito precisamente el punto de su «contacto 
con la circunferencia del círculo aGhf, se habrá de con- 
fundir con el lado la perpendicular SG, bajada desde el 
punto S sobre el lado AB. El area del triángulo ASB 


tiene por expresion ¿ AB x SG; y por consiguiente la de: 
la pirámide entera, sin incluir la de su base, vendrá á ser 


¿Nx AB x SG. 

Supuesto esto, si designamos por p y P las areas de 
la pirámide inscrita y de la pirámide circunscrita, y por 
2 y P' los contornos de sus bases, tendremos: 

' P=Apoe S£s Ms 1P':SG; 
de donde podemos inferir que 


P=p= PP xSG — Ep! x Sy. 
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Mas resultando de la naturaleza de los polígonos regwla» 
res inscritos y circunscritos al círculo ($. 151) que los 
contornos de estos polígonos se aproximan á ser iguales 4 
proporcion que se multiplican sus lados; es bien visible 
que en igualdad de circunstancias Ja diferencia entre las 
rectas SG y Sg puede llegar á ser tan pequeña como se 


quiera : de consiguiente los productos IP"xSG y Ep x 


Sg se aproximarán tambien sin cesar á la igualdad; y la 
diferencia de las areas de las pirámides inscrita y circuns- 
crita podrá 4 consecuencia llegar 4 ser menor que cual- 
quier cantidad que se quiera. 

270.  Corolario. Es bien evidente que cuanto mas se 
multiplican los lados de los polígonos inscritos y circuns- 
critos , tanto mas se aproximan á confundirse con el cono 
las pirámides inscritas y circunscritasz y tanto mas aumen» 
ta el area de la pirámide inscrita, al mismo tiempo que 
disminuye la de la circunscrita. Con efecto, constante- 
mente aumenta el contorno del polígono inscrito, asi como 
la recta Sg, que acercándose á la superficie cónica, se ale- 
ja sin cesar de la perpendicular SO, mientras que el con- 
torno del polígono circunscrito disminuye sin cesar acer- 
cándose al círculo, y que la recta SG conserva la misma 
magnitud. De aqui se sigue evidentemente que por lo 
respectivo á la extension , el area del cono se halla siem- 
pre comprendida entre las de la pirámide inscrita y de la 
pirámide circunscrita; y como, segun el teorema prace- 
dente, se puede hacer la diferencia de estas últimas menor 
que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea la 
magnitud de esta, con mayor razon podremos hacer en 
todo caso tan pequeña como queramos la diferencia entre 

TOMO XII. GG 
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el area del cono y la de pirámide inscrita ó la pirámide 
circunscrita. 

TEOREMA. 


271. El area de un cono recto tiene por medida la 
mitad del producto de la circunferencia del círculo que le. 
sirve de base por su lado: lo cual, designando por O á 
la primera y por R al segundo, vendrá á estar bien ex- 
presado por ¿CR. ; 

Demostracion. Si P. representa actualmente el perí- 
metro del polígono circunscrito, el area de la pirámide 
circunscrita habrá de expresarse por ¿PR ($. 269), pues 
que R es lo mismo que SG; y si designamos por X la 
verdadera medida del area del cono, tendremos las canti- 
dades ¿PR , ¿CR y X, que se hallan en el mismo caso 
que se supone en el $. 186; puesto que siendo constan- 
temente la primera mayor que las otras dos, en virtud del 
$. 270, y á causa de serP>C,se pueden aproximar una 
á otra cuanto se quiera. Tendremos, pues, que 


X=¿CR *. 
PROBLEMA. 


272. El arcade la porcion que resta de una super= 
Jicie cónica despues de haberle quitado por un plano pa- 


* Este teorema podríamos demostrarlo valiéndonos inmediatamen» 
te de un razonamiento semejante al de la nota del $. 187, sostituyen- 
do pirámides 4 los polígonos empleados en Ja nota citada. Fácil es 
descubrir cómo sea necesario modificar el mismo razonamiento y apli- 
carlo á las proposiciones de los. $$. 279, 280, 283,297 Y 304, que 
ET la medicion del area y del volúmen de los cuerpos re- 

ondos, 
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ralelo á su base una parte SAD'B'; ó lo que viene á ser 
lo mismo , el area del' cono truncado. ADBEA'D'BE”, 
fig. 144, tiene por medida la mitad del producto de la Fig. 144. 
suma de las circunferencias de sus dos bases ADB y 
AD'E/ por su lado AA'. 

Demostracion. Si en el punto A se levanta perpen- 
dicularmente 4SA, la recta AC, igual en longitud á la 
circunferencia ADBE, y se tira la SC; teniendo el area 
del triángulo rectángulo SAC por medida HAC x SA, 
habrá de ser esta equivalente al area del cono SADBE 
($. preced.). Tirando en seguida la recta A“C! paralela á 
la AC, los triángulos SAC y SA'C”, entre sí semejantes, 
nos darán: 

AC: A'C':: SA: SA”. 
mas tambien tenemos: 
circunf. ADBE: circunf, AD'B'E/ :: SA: SA! (S.2 67); 
y siendo comun esta segunda razon á las dos últimas pro- 
porciones, resultará de ellas la siguiente : 

circunf. ADBE : circunf. AD'BE/' :: AC: A'C/; 

y puesto que AC=circunfer. ADBE por construccion, 
deberá ser por consecuencia A“C'= circunfer. A“D'B'E”, 

De esto se sigue' que el area del triángulo SA'C*' 


igual á AC x SA, será equivalente 4 la del cono 
g Z q 


SA'D'B'E! que se echa menos: será, pues, el area del 
trapezio ACC'A” equivalente 4 la del tronco. de cono 
ADBEA'D'B'E y pues que la recta AA/ es perpendicu= 
Jar 4las tectas ÁC y A'C/, la medida del trapezio ACC/A 
será FAN (AC=+A'C> ($. 17.5) 
ó ZAA! (circunf. ADBE-+circunf, A“D'B'E”) 
como anuncia la propuesta, 

Y pues que podemos tomar en vez de ¿(AC+A'C”) 
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la recta AUO” tirada paralelamente 4 AC por él medio 
de AA! ($. 175), es consiguiente: que en «lugar de 
3 (circunfer. ADBE + circunfer.: A“D'B'E”) podamos 
sostituir la circunferencia A“D“B“E” de la seccion hecha 
en el tronco de cono 4 distancia igual de las dos bases y 
paralelamente á sus planos; pues tendremos esta serie de 
razones iguales: 
AC:A"C”":: SA:SA” :: circ, ADBE : circ. A“D“B“E”, 
4 consecuencia de la cual la igualdad de circunferencia 
ADBE, y de AC nos hace ver la de circunferencia 
A“D"B"E/ y de AC”. . 

“De lo cual podremos concluir que el area convexa 


del tronco de cono tiene por medida AA” x circunfer,... 


A"D'B"E”, ó al producto de su lado por la cireunferen- 
cia de la seccion hecha á una igual distancia de las bases. 

NN. B. Sostituyendo el vértice á la base superior, vie= 
ne á ser esta medida la del area del cono íntegro. 


TEOREMA.» 


273. Multiplicando suficientemente los lados del po 
lígono inscrito , podemos en todos casos formar dos pirá- 
mides, la una inscrita y la otra circunscrita, tales que la 
diferencia de sus=volúmenes sea menor que cualquiera 
cantidad dada, por pequeña que sea la magnitud de esta. 

Demostracion. Con efecto , teniendo la pirámide ins- 
Fig. 143. crita y la circunscrita la misma altura SO, fig. 143, sl 
designamos por p y P los volúmenes de estas pirámides; 
p' y PLus arcas de los polígonos abedef, ABCDE que 
las sirven de bases, tendremos: 


p=ip!xS0; P=3P"x SO; 
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lo cual dará P—p=3S0(P'—p')s 

y pudiéndose reducir.al grado de pequeñez que se quie= 
ra, la diferencia P—p! entre el area del polígono inscri- 
to, ysla del polígono circunscrito (4.184), se podrá 
igualmente reducir á que sea menor“que'tal «cantidad 
dada como se quiera, la diferencia P— p entre el volú- 
men de la pirámide inscrita y,el de la pirámide circuns- 
crita: ms OY , 

274. Corolario. Siendo visiblementeelvolúmen:del 
cono intermedio entre los de la pirámide inscrita y. de la 
circunscrita , se infiere del teorema precedente que en to- 
do caso se pueden asignar una pirámide inscrita y otra 
circunscrita, que se diferencien de él en cuanto menos se 
quiera. , ls olor e 

TEOREMA, : A 1d 


275. El volúmen de un cono tiene por medida la ter- 
cia parte del producto! del area de su base por. suzalturas 
álo cual equivale ¿CH siempre que la primera'se desig= 
ne por C, y la segunda por H. “n 

Demostracion. Sea P el area del polígono que sirve 
de base á la pirámide circunscrita, cuyo volúmen tendrá 
en tal caso por medida ¿PH; y represente X la verdade= 
ra medida del volúmen del'cono; Asi-réndremos trés can= 
tidades ¿PH, ¿CH y X, quese hallarán en el caso'de-las 
del $. 186; puesto que P es siempre mayor que las otras 
dos, y puede aproximarse á ellas cuan cerca se quiera. 
Tendremos, pues, X.=:CH *, 


* El teorema anterior tiene igualmente lugar aun cuando sea obli- 
cuo el cono propuesto; pues bien se ye que ni en el teorema del 
$. 273, ni en el corolario del $. 274 se supone que la perpendicular 
SO caiga sobre el centro del círculo aGZf, y pueden por consiguien- 


Fig. 144. 


Fig. 145. 


Fig. 142. 
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PROBLEMA, 


21276. Hallar el volúmen de un tronco de cono recto 
con bases paralelas. 

Solucion. Será indispensable prolongar los lados AA” 
y BB/, fig. 144, hasta que se encuentren, y asi nos den 
á conocer la altura SO del cono entero ($. 268), con el 
auxilio de la cual tendremos para volúmen de este cuer= 


po á ¿SO x ADBE; y quitando de SO la altura del tron- 
co OO”, el residuo SO” será la altura del cono sustraido, 


cuyo. volúmen estará expresado por 250x A“D'B'E?; y 
por tanto la diferencia entre este producto y el anterior ha- 
brá de ser la medida del volúmen del tronco de cono pro- 
puesto. . 

277. Si nos imaginamos que el rectángulo ACC/A?, 
fig. 145, gire al rededor de uño de:sus lados CC”, ven= 
dremos en conocimiento del cómo podemos suponer: for- 
mado el cuerpo que llamamos cilindro recto; en cuya su- 
posicion la recta AA” describirá la superficie cilíndrica. 

Un punto cualquiera de esta recta describirá la cir= 
cunferencia del círculo, AD“B”, igual y. paralelo-al cír- 
culo ADB engendrado por AC, «al cual se le: llama la 
base del cilindro; en:vista de que la recta AC”, perpen= 
dicular 4 CC”, igual 4 AC, describirá girando al rededor 
de CC”, un plano paralelo al ADB, y cuya interseccion 
con la superficie cilíndrica. será A“D“B”. De lo cual re- 
sulta que la seccion de la superficie del cilindro recto por 


te adaptarse al cono oblicuo que se nos presenta en la figura 142. Lo 
mismo puede decirse, con respecto 4 la investigacion del volúmen del 


cono truncado del $. siguiente. 
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un plano paralelo á:su base, es un círculo igual á esta 
misma base. , í 

El cilindro está terminado en su' parte superior por 
una base A“D'B' igual y paralela 4 su base inferior ADB. 
La recta CC”, al rededor de la cual suponemos que ha 
girado el paralelógramo ACC/A”, y en la cual eyidente- 
mente se hallan los centros de las bases de todas las sec= 
ciones que las son paralelas, se llama el eje del cilindro; 
y es perpendicular 4,la base *. 


TEOREMA, 


278. Si se inscriben y se circunscriben al círculo que 
sirve de base á un cilindro, polígonos: de un mismo núme 
ro de lados, y por los vértices de los ángulos de estos po- 
lígonos se tiran rectas paralelas aleje CO”, ig. 1475 
juntando sus extremidades superiores. con otras rectas, 
resultarán formados dos prismas ,'el uno inscrito y el otro 
circunscrito al. cilindro. propuesto; los cuales podrán en 
todo caso ser tales que la diferencia de sus areas sea me- 
nor que cualquiera cantidad dada, por pequeña que sea 
la magnitud de esta cantidad. 23 


* El cilindro oblicuo.es el que contiene la superficie descrita por 
una recta cualquiera AA”, fig. 146, forzada 4 deslizarse paralelamente 
á sí misma á lo largo de la circunferencia de un círculo ADB. Si 
consideramos 4 la recta generatriz AA? como existente en una po- 
sicion cualquiera, cual DD, y por el centro de la base tiramos la CC! 
paralela é igual á la AA/,y terminamosel cuerpo con un plano A/D/B/ 
paralelo al ADB; tirando C/D/, nos, resultará formado: el paralelógra- 
mo DCC/D”, y tendremos C/D/— CD. Es, pues, visto que la base 
superior A/D/C/ del cilindro oblicuo debe'ser' un <írculo, lo mismo 
que su base inferior y todas las secciones¡que la son paralelas; mas el 
eje CC! no será perpendicular 4 esta base, como lo es en el cilindro 
recto. 


Fig. 147. 


Fig. 146. 
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Demostracion. “Las rectas aa”,:bb!, levantadas parale 
lamente 4 OO”, y por consiguiente perpendiculares al 
plano abedef, se hallarán sobre la superficie del cilindro, 
pues que los rectángulos 400/4, 00% son iguales al rec- 
tángulo Esnpraipa Por otra parte es evidente que los rec- 
tángulos ab'a!, bcc'b' Exc.son entre sí iguales, puesto que 
visiblemente tienen dos ángulos y tres lados respectiya- 
mente iguales ($..85). Siendo las aristas aa”, bb” 8cc. pera 
pendiculares 4 ab, bc 8. las areas de los rectángulos ab”, 
bo! Exc. se expresarán por abx ad, be x bb Ec, 

Reuniendo estos productos con la advertencia de que 
todos tienen un factor comun, pues que 4a/= bb' kxc,, 
el area del prisma inscrito, sin comprender las bases abcdef, 
alblcdef vendrá 4 estar expresada por (ab=+bhc=+ cd + 
de+ef+fa) ad, ó por p x H, designando por p al pe- 
rímetro del polígono: abedef, y por Há la altura 44 co- 
mun al prisma y. al cilindro. 

Con el fin deevitar cualquiera confusion, no he re» 
presantado masde. una sola:cara ABB'A” del «prisma cir- 
cunscrito. Bien se ye: que sien esta cara y por el pun- 
to G, en que el lado AB toca al círculo, se.tira.GG! 

paralelamente 4 OO”, esta recta'se hallará sobre la su= 
ia cilíndrica, en vista de que el rectángulo G00'G/ 
es igual al rectángulo generador, Y losólidd expresada el 


area del rectángulo ABB/A” por AB CG: el arca 


total del prisma: circunscrito, sin: comprender las bases, 
será iguál al contorno P del polígono ciremnscrito, mul- 
tiplicado por la altura GG' ó H, comun á todos los para- 
lelógramos que envuelven al prisma circunscrito; y lo 
mismo puede decirse de los del prisma inscrito. 
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Supuesto esto, la diferencia del area convexa del 
prisma inscrito y la del circunscrito vendrá á ser Px H-= 
px H=(P=p) H, y se la podrá' hacer tan pequeña 
como se quiera, tomando polígonos inscritos y circunscri- 
tos, Cuyos contornos tengan una diferencia menor que 
cualquiera cantidad dada, por pequeña que la magnitud 
de esta sea. 

279.  Corolario. De la proposicion anterior y de las 
razones expuestas ($. 270) se sigue que la superficie ci- 
Jíndrica es menor que la del prisma circunscrito, y mayor 
que la del inscrito, y que por consiguiente podemos de- 
terminar un prisma inscrito Ó circunscrito, cuya area se 
diferencie en cuan poco se quiera, de la del cilindro 
recto. 


TEOREMA. 


280. El area de la superficie convexa del cilindro 
recto tiene por medida al producto de la circunferencia de 
su base por su altura YA, que representaremos por CH. 

Demostracion. Si P designa al contorno del polígono 
que sirve de base al prisma ciremnscrito al cilindro, y X 
la verdadera medida de este último, vendrá 4 representar 
PH al area del polígono circunscrito, y visiblemente se 
hallarán las tres cantidades PH, CH y X en el caso que 
las del $. 186. Será por consiguiente X = CH. 


TEOREMA, 


281. En todo caso se pueden formar dos prismas, 
el uno inscrito y el otro circunscrito al cilindro, ta- 
TOMO IT. HH 
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les que sus volúmenes se diferencien en cuan poco que- 


ramos. 
Demostracion. El volúmen del prisma inscrito abcdef. 
a 


Avi def es igual á abodef < H (S- 260); y designando 


el area del polígono inscrito por p, y la del circunscrito 

or P, el volúmen del prisma inscrito vendrá 4 tener por 
medida 4 pH, el del circunscrito 4 PH; y siendo su dife- 
rencia (P—p)H, podrá venir á ser tan pequeña como se 
quiera, en consecuencia de que P— p, diferencia de las 
areas de los polígonos inscrito y circunscrito, puede llegar 
á ser menor que cualquiera cantidad dada, por pequeña 
que sea la magnitud de esta ($. 184). 

282. Corolario. De esto se sigue que se pueden 
construir un prisma inscrito y otro circunscrito, tales que 
su volúmen se diferencie del del cilindro en cuan poco se 
quiera; en la inteligencia de que este ha de ser siempre 
mayor que el primero y menor que el segundo. 


TEOREMA. 


283. El volúmen de un cilindro recto tiene por me- 
dida al producto del arca de su base por su altura, Ó 
designando por C! al area de esta base, por CH. 

Demostracion. Si designamos por P'al area del polí- 
gono circunscrito, habrá de ser P'H la medida del volú- 
men del prisma circunscrito; y por X designamos la ver- 
dadera medida del volúmen del cilindro; hallándose las 
tres cantidades P'H, C'H y X en el mismo caso que las 
del $. 186, habremos necesariamente de tener X= 
CH +. 


» Este teorema se verifica igualmente con respecto al cilindro Obli= 


DE GEOMETRIA. 243 

284. Si el semicírculo ACB gira al rededor de su 

diámetro AB, fig. 148, podremos imaginarnos que por 

medio de este movimiento forma la esfera, al mismo 

tiempo que la semicircunferencia describe la superficie es- 
férica. 

En este movimiento cada punto del arco ACB des- 
cribe evidentemente la circunferencia de un círculo, cu- 
yo radio es la perpendicular DE, bajada sobre el diáme- 
tro AB, al cual sele llama el eje. Se deben sin embargo 
exceptuar de esta observacion los dos puntos extremos A 
y B del eje , que permanecen inmóviles, como todos los 


demas puntos de este eje, y que se llaman los ojos. 
La snperficie de la esfera tiene todos sus puntos ignal- 


mente distantes del punto O, centro del círculo genera- 
dor; porque habiendo conservado este punto la misma si- 
tuacion en el plano del semicírculo ACB en todas cuantas 
posiciones ha tomado este plano, no ha variado su: distan» 


Fig. 148. 


cia á ninguno de los puntos del arco ACB, que sucesi- 


vamente han pasado por todos los de la esfera. 


De aqui se sigue que el radio del círculo ACB es 
asimismo el de la esfera, 


TEOREMA. 


285. La seccion de la esfera por un plano cual» 
quiera, es indefectiblemente un círculo. 
Demostracion. A consecuencia de lo anteriormente 
expuesto, es por sí misma evidente la proposicion, siem= 
pre que el plano secante pase por el centro de la esfera; 


cuo; pues es muy ficil de ver que ni el teorema ni su corolario requie- 


ren que el eje del cilindro ni las aristas de los prismas sean perpendicu- 
lares al plano de la base. ] 
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en cuyo caso la circunferencia de esta seccion tiene por 
radio al mismo de la esfera. 

Mas si DGFH designa á un plano cualquiera, y si 
del centro O se «baja sobre este plano la perpendicular 
OE, el pie E de esta perpendicular se hallará á distancia 
igual de todos los puntos de la seccion DGE ; pues que 
siendo entre sí iguales, como radios que son de la esfera, 
todas las oblicuas OD, OG, OF, OH, estarán igual- 
mente apartadas de OE ($. 200). Será, pues, la curva 
DGFH un círculo cuyo centro sea E, y cuyo radio 
sea DE. 

286.  Observacion. Siendo” necesariamente menor 
que el radio OD la recta DE, el círculo DGFH habrá 
de ser menor que el que habria resultado si la seccion se 
hubiese hecho por el centro de la esfera; pues en este 
caso se nos presentaria un círculo máximo, en vez de que 
cualquiera otro habrá de ser un círculo menor. 

q Teniendo todos los círculos mayores un mismo radio, 
habrán de ser entre sí iguales. 

287.  Corolario. Dos círculos máximos ACBF, 
AIBK se cortan siempre en dos partes iguales; pues, 
como bien se ye, no pueden encontrarse mas que en la 
recta AB, seccion comun de sus dos planos, la cual pa- 
sando por su centro'comun, viene á ser á un mismo tiem- 
po diámetro comun de entrambos, y los divide por con- 
siguiente en dos partes iguales. » 

288. - Tres círculos que se corten dos 4 dos en la 
superficie de la esfera, forman un triángulo esférico; mas 
de ordinario no se consideran sino los que estan formados 
por tres arcos de círculo máximo, menores que la semi- 
circunferencia, cual es el ICM. 

Si del centro de la esfera se tiran radios á los puntos 
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C,T y M, bien se ve:que estos radios determinarán un 
ángulo triedro OCIM, cuyos ángulos planos IOC, IOM, 
MOC, tendrán por sus respectivas medidas: 4-los. arcos 
CL, IM y CM. 


TEOREMA. 


289. La suma de dos lados enalesquiera de um tri- 

ángulo esférico es siempre mayor que: el tercero. 

Demostracion. Puesto que en virtud de lo expuesto 
($. 222) la suma de dos cualesquiera de los tres án- 
gulos planos IOC, IOM,:MOG ; que forman'el ángulo 
triedro OCIM, es mayor que el tercero; y siendo de un 
mismo radio los arcos CI, IM y CM que son las medi- 
das de estos ángulos , resulta de esto por necesidad que 
la suma de dos cualesquiera de estos arcos, la cual será 
forzosamente la medida de la suma de los dos ángulos 4 
que corresponden ($. 1 10); habrá de ser mayor que el 
tercero. 

290. 1. Corolarjo, De esto se sigue que el camino 
mas corto para ir de un punto á otro subre la superficie 
de la esfera:, es el arco de la circunferencia de un círculo 
-máximo determinado por Jos dos puntos ya indicados. y 
por el centro de la esfera ; porque si se asignase como ca- 
mino mas corto desde e] punto A al B, fig. 149, una 
línea AMNB, diferente del círculo máximo, enya circun- 
ferencia pasa por los dos puntos propuestos; tomaríamos 
en esta línea un punto M; y tirando desde él los dos ar- 
cos de círculo máximo AM y MB, tendremos ($. preced:) 

> AM --MB> AB. 
Tomando en seguida el punto N entre M y B; y ti- 
rando por él los dos arcos MN y NB de círculo máximo, 


Fig. 149. 


Fig. 148. 
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nos resultará de consiguiente que AM + MN + NB > 
AM=> MB. 

¿Continuando del mismo modo, veremos con claridad 
que cuanto mas nos. acerquemos á la línea AMNB , mas 
se aumenta el camino que hay que andar para pasar de A 
á B: por lo cual es evidente que el arco AB de la cir- 
cunferencia de un círculo máximo es el camino mas cor- 
£o, sin ser posible que lo haya menor; porque el círculo 
máximo que de nuevo se tiraria por dos cualesquiera pun- 
tos del arco AB, se confundiria con este mismo arco, en 
vista de que todos sus puntos y el centro de la esfera se 
hallan comprendidos en un solo plano, 

Yo he supuesto que la línea AMNB fuese exterior á 
todos los círculos máximos tirados por dos cualesquiera de 
sus puntos; mas en caso de ocurrir lo contrario, segun 
puede verse en la parte puntuada MN/A, tiraríamos los 
arcos de círculos máximos MN” y AN/; y como entonces 
tendríamos AN'+MN/>AM, 
resulta asimismo que 

AN'+MN'+ MN + NB> AM + MB> AB. 

291. 2. Corolarío. Del mismo teorema se sigue 
tambien que la suma de los lados de un triángulo es- 
férico es menor que la circunferencia de un círculo: má- 
ximo; porque si se»prolongan los lados Aly AM del trián- 
gulo MAL, fig. 148, hasta que vuelvan á encontrarse 
en B, tendremos que 

-  IM<BM-+BI ($. 289); 
añadiendo á una y 4 otra parte la suma de los lados AM 
+ Al, resultará que 
IM+AM-=>AI<BM-=+wBI-+AM-=> Al. 

Ahora bien, los dos arcos AM y BM juntos , com- 

ponen la semicircunferencia ACB; y los dos AI y BI 
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juntos componen: otra semicircunferencia AIB, igual 4 la 
primera. Equivale, pues, la suma de estos cuatro arcos 
reunidos á una circunferencia de círculo máximo, la cual, 
segun se ve, es mayor que la suma de los lados del trián- 
gulo MAL. 

Fácil es ver que esta proposicion resulta igualmente 
de lo expuesto ($$. 226 y 288). 


TEOREMA. 


292. Si por el centro de un círculo cualquiera DGFH, 
trazado sobre la esfera, se levanta una perpendicular 
AE, pasará esta por el centro de la esfera, y la cortará 
en dos puntos Ay B, cada uno de los cuales se hallará 
igualmente distante de todos los de la circunferencia 
DGFH. 

Demostracion. Con efecto, de lo expuesto ($. 200) 
se“infiere con evidencia que la perpendicular AE debe pa- 
sár por, una serie de puntos tales, que' cada uno de ellos 
se halle á igual distancia de los puntos de la circunferen- 
cia DGFH, descrita desde el pie E de esta perpendicular, 
como centro. Pues ahora, teniendo el punto O, centro de 
la esfera, la misma propiedad, deberá por consiguiente 
hallarse en la misma línea AE; y los puntos A y B, en 
que la AE encuentra 4 la esfera; habrán de estar cada 
uno 4 igual distancia de Jos puntos de la circunferencia 
DGEFH: bien entendido que la distancia de estos últimos 
al punto A no es igual 4 la distancia de los mismos al 
punto B, sino cuando el punto E coincida con el O,'ó lo 
que es lo mismo, cuando se trate de un círculo máximo 
CILK. 

Bien claro se ve que los arcos AD, AG, AF, AH; 
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tomados en las circunferencias de círculos máximos, que 
son necesariamente iguales, y. que tienen por cuerdas á 
las distancias del:punto A 4 cada bno de los puntos de 
la circunferencia DGFH, deben ser entre sí iguales, 

293. Corolario, De lo anteriormente expuesto se si- 
gue que los puntos Á y B nos pueden servir para descri- 
bir el círculo DGFH,sin necesidad de conocer su centro, 
colocado en el interior de la esferas pues que basta con 
marcar todos los puntos cuyas: distancias al punto A ó al 
punto B, medidas sobre la superficie de la esfera por los 
arcos de círculormáximo AD y AG, ó BG, sean igua- 
lesá la que. se haya escogido para describir el círculo 
propuesto... 

En consecuencia los puntos A y B se: llaman los po» 

los del círculo DGEH; y la recta AE es su eje, 


TEOREMA, 


294. El plano tirado por un punto de la superficie 
de la esfera, perpendicularmente al radio que pase por 
este punto, es tangente dla esferas y recíprocamente, el 
plano tangente en-un punto cualquiera de la superficie es- 
férica, es perpendicular, en la extremidad del radio que 
pase por aquel punto. ; 

Demostracion. Siendo perpendicular el radio OC en 
el punto C el plano AB, habrá de tener todos sus demas 
puntos, mas apartados que el punto C del centro O de la 
esfera; pues que las oblicuas: cualesquiera OD, OE 8co. 
son mas largas que la perpendicular ¡OC ($. 200.)3:5e 
hallan, pués, fuera de la esfera los puntos D-, E £c.5 y 
no teniendo el plano AB mas que el solo punto C comun 
con la superficie de la esfera, debe ser la tangente. 
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Recíprocamente , el plano: tangente 4 la esferasen: G 

no puede ser otro que el plano AB, perpendicular al ra» 

dio OC; porque no teniendo este plano de comun con la 

esfera mas que el punto del contacto C; y hallándose imas 

distantes del centro que este todos. sus demas puntos, es 

consiguiente que el radio OC:sea la línea: mas corta que 

pueda tirarse desde el centro:al plano tangente, y que ú 
consecuencia sea perpendicular á este plano. j 


TEOREMA. 


205. Si se*Inscriben y se circunscriben á un arco 
cualquiera de un semicírculo dos porciones de polígonos re- 
gulares de un mismo número de lados; y se hace girar al 
semicírculo al rededor de su diámetro, juntamente con las 
indicadas porciones de los polígonos, podremos en todo 
caso conseguir que la diferencia entre el area del cuerpo 
descrito por la porcion inscrita y la del cuerpo descrito 
por la circunscrita , sea. tan pequeña cuanto se quiera, 

Demostracion. El area del cuerpo. descrito»por la 
porcion del polígono abrd, fig. 1515 cuando. esta. gira 
juntamente con el arco ab al rededor del diámetro ap, se 
compone de las areas que en particular describe cada uno 
de sus lados. El primero ab describe un cono. entero, mien- 
tras los demas describen trohcos de conos, cuyas bases son 
los círculos engendrados por «las perpendiculares be, cf 
de, bajadas de los puntos », 0, d, al eje 40 ($. 267 di 
El area de uno de estos cuerpos, del que, por ejemplo, 
describe cd, se determina, bajando de enmedio de este 


lado sobre 40 la perpendicular lg, y se expresa por ed 


x circunfer. /q3 mas esta expresion se puede trasformar en 
TOMO 1H. u 


Fig. 15H. 
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otra que no contenga al factor circ, /q, que varía, para 
cada cono. Con este objeto se baja la cr perpendicular 
sobre la dy ; se tira la Ol; y siendo semejantes los trián- 
gulos der y qlO, como que los lados del uno son respec- 
tivamente perpendiculares á los del otro, cada uno al su- 
yo ($. 65), tendremos que 
cdicr:: 10: lg. 
Pero siendo cr igualá fg, y teniendo entre sí las circunfe= 
rencias de círculo la misma razon quesus respectivos radios, 
podremos sostituir en lugar de la razon de lO á 1 la de 
las circunferencias de círculos cuyos radios sean aquellas 
rectas 3 y en tal caso tendremos: > 
cd : fg +: circa JO : circ. 145 
de lo cual deduciremos que 
cd xcirc, lg =fg x circ. 105 3 

y por consiguiente el area del cono descrito por cd ten- 
drá asimismo por expresion á fg x circ. 105 es decir, al 
producto de su altura por la circunferencia del círculo 
inscrito al polígono de que su lado hace parte. Lo mismo 
podemos decir de las areas de los conos descritos por los 
otros lados, y cuyas alturas son ef y ae. Siendo un factor 
comun de todas estas areas la circunferencia del círculo 
inscrito; es consiguiente que la suma de ellas, ó el area 
del cuerpo descrito por la porcion abcd del polígono ins- 
crito sea igual al producto de la suma de: las líneas f2, 
ef, ae; es decir, de la parte ag del eje, comprendida en- 
tre la extremidad a del primer lado, y la perpendicular 
bajada sobre el mismo eje por la extremidad del último 
lado, multiplicada por la circunferencia del círculo ins- 
crito , Ó4 ag x circ. 10. 

Por la misma razon, el area del cuerpo descrito por 
la porcion ABCD del polígono «circunscrito tendrá por 


DE GEOMETRIA. 251 
expresion 4 AG x circ. LO; la cual cantidad será en todo 


caso mayor que la primera, lo uno, porque: circunf. LO* 
será siempre mayor que circunf. O, y lo otro, porque 
AG es mayor que ag. Con:efecto, desde luego tenemos 
que AG=aG=+Aa; y ag= aG+Gg; 
de lo cual resulta que 
AG— ag =Aa—Gg=D4— Gg; 

pues que Aa=Dd; mas siendo bien claro que Gg <Dd, 
y que se puede disminuir cuanto se quiera, la Aa'ó ld 
Dd, multiplicando suficientemente los: lados de los polí- 
gonos , podremos hacer.lo mismo con la: diferencia de las 
líneas DA y G£g, necesariamente menor que la mayor de 
estas líneas. Por consiguiente la AG será siempre mayor 
que la ag, y se las podrá aproximar una á otra cuanto 
se quiera *: En esta circunstancia, aproximándose mas y 
mas LO y /O; y diferenciándose cada vez menos circ. LO 
decirc./O, podremos de consiguiente hacer á la diferencia: 
AGxcirc. LO— ag xcirc. JO, menor que cualquiera canti. 
dad dada, por pequeña que sea la magnitud de esta can- 
tidad , considerando á esta diferencia como la de dos rec= 
tángulos, cuyas bases y alturas pueden aproximarse Cuan- 
to se quiera á ser iguales, 

296. —Corolario. La expresion AG—«4g=D4—Gg, 
nos hace ver al mismo tiempo que AG disminuye al mis- 


* El triíngulo DOG nos da ($. 9)5 20:20 :: Dd: Gg; y e 
aquí se deduce que Gg = Da Res lo cual hace tambien ver que 


Gy <DA, en vista de que 0 no es mas que uno de los lados del tri- 
ángulo rectángulo, cuya hipotenusa es dO. Ademas, siendo el punto 
gla extremidad comun de todas las porciones de los polígonos inscri= 
tos al arco ad , no varían ni un punto las líneas ¿O ni 40 ni la razon 
de ellas. Disminuye , pues, Gg al mismo tiempo que Dd, 
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mo tiempo que Dd, por ser comun á todos los polígonos 
inscritos en el arco ad la altara ag; y permaneciendo 
igualmente la misma la LO; ¡resulta que el area del :cuer- 
po descrito por la porcion ABCD disminnye al acercarse 
á la esfera. El aumento: de /o en las misma «circunstancia 
prueba que el area del cuerpo descrito por abed, aumen- 
ta entonces, y que por consiguiente el area dela por- 
cion de esfera descrita por el arco aLd es menor que la 
del primero de estos cuerpos, y mayor que la del segun- 
do. A lo cual es consiguiente que se puedan asignar dos 
cuerpos de este género, cuya area se diferencie tan poco 
como se quiera de: la porcion de la de la esfera descrita 
por el arco. 

TEOREMA. 


297. El area de. la porcion de esfera, conocida 
por el nombre de casquete ó solideo esférico, descrita por 
un arco queno sea mayor que la cuarta parte de la cir- 
cunferencia del círculo generador, es igual al producto 
de esta circunferencia multiplicada por la parte del did- 
metro que mida la.altura del tal casquete ó solideo. 

Demostracion, Designando por X á la verdadera me- 
dida del area descrita por el arco.ad, y comparándola con 
las de los cuerpos descritos por la porcion del polígono 
circunscrito ABCD, y por la porcion del polígono inscri- 
to correspondiente, tendremos las tres cantidades 


j ¿AG xcirc. LO, ag xcitc. LO y X; 
la primera de las cuales, siendo siempre mayor que las 
otras dos, pudiéndose aproximar á estas cuan cerca se 


qhiera, podremos inferir ($. 186) que X= ag x circ. 
LO. 
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298. 1. Corolario. De lo expuesto se sigue que el 
area de la esfera entera es ignal 4 su diámetro multipli- 
cado por la circunferencia de un círculo máximo, ó 4 


ap circ. LO. Con efecto si aplicamos al teorema ante- 


rior al cuarto de círculo aLm,. nos resultará 40 x circ. 
LO para el area de la semiesfera que él engendra giran= 
do al rededor del ege LO; y lo mismo por lo que res- 


pecta al segundo cuarto de circulo pam, tenemos pO x 
circ, LO: y la suma de estas dos cantidades viene á ser 


(40 + pO) x circ. LO =apx circ. LO. 
En general, el area de una porcion cualquiera de la su- 
perficie esférica , comprendida entre dos planos paralelos, 
ó de una zona, es igual á la altura de esta zona , Ó á la 
distancia perpendicular delos planos que la terminan, 
multiplicada por la circunferencia de un círculo máximo: 
porque si del casquete descrito por el arco aLm, y cuya 


area tiene por medida 4 40 x circ. LO, se quita el cas- 
quete descrito por el arco 4Ld, y cuya area se mide por 


ag x circ. LO, tendremos á qa 
(a0 —ag) x circ. LO=0g x circ. LO. 
para medida del area de la zona descrita por el arco dm. 
Con arreglo al mismo método podríamos hallar que 
el area de la zona descrita por el arco mw debe expresar- 


se por Oo x circ. LO; y agregando este producto al Og 
x circ. LO, tendríamos en el resultado (Oo-+Og) x circ, 


LO = 0% xcirc. LO la expresion del area de la zona des- 
crita por el arco dmz, la cual comprende al centro de la 
esfera. 


ig, 148. 
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ADO Corolario. Se sigue asimismo de lo que 
precede que el area de la superficie esférica , es cuádru- 
pla de la de su círculo máximo ; porque el area de este 
se expresa por ¿CR, designando por C la circunferencia 
y porR á su radio ($. 187)5 y como designando por D 
al diámetro, tendremos á consecuencia R = 3D, nos re- 
sultará igualmente ¿R= ¿D ; de donde podemos con en- 
tera seguridad inferir que ¿CD viene á ser la justa ex- 
presion del area del círculo máximo, la cual no es efecti- 
vamente mas que la cuarta parte del producto CD, que 
es la medida del area de la esfera ($. prec.). 


TEOREMA. 


300. El arca de la porcion ACBIA, fig. 148, 
comprendida entre dos círculos máximos que se cortan, 
llamada huso esférico, es 4 la superficie de la esfera, co- 
mo el arco CI del círculo CILK perpendicular á la in- 
terseccion comun de los planos BCA yBIA es á su circun- 
ferencia; ó como el ángulo que mide al diedro de estos es 
á cuatro rectos. 

Demostracion. La proposicion es de suyo evidente 
cuando el arco CÍ es parte alicuota de la circunferencia 
CILK; porque si suponemos dividida efectivamente en 
sus partes alicuotas 4 la circunferencia, y tirados por los 
puntos A, B, y por los puntos de division círculos má- 
ximos, la superficie esférica resultará dividida en tantos 
husos iguales 4 ACBIA, como partes contenga el círculo 
CILK; pues que es bien visible que dos husos de una 
misma esfera son iguales siempre que los planos de los 
círculos que los determinan forman: respectivamente un 
mismo ángulo diedro. os 

Mas cuando el arco CI no sea parte alicuota de la 
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circunferencia, se puede hacer ver por medio de un ra- 
zonamiento análogo al del $. 109 que la razon del huso 
ACBIA 4 la superficie entera de la esfera, no puede ser 
menor ni mayor que la del arco CI á la circunferencia 
CILK. 

Siendo perpendicular á la recta AB el plano CILK, 
el ángulo plano COI medirá. evidentemente el ángulo 
diedro CABLI; y pues que la razon de este ángulo 4 cua- 
tro rectos es la misma que la del arco CI que lo mide, 
4 la circunferencia CILK ($. 110), se sigue necesaria- 
mente que el ángulo COI es á cuatro rectos como el 
area del huso ACBIA es á la de la esfera. 


TEOREMA. 


301. Elarca de un triángulo esférico es á la de la 
esfera entera como la diferencia que haya entre la suma 
de los tres ángulos diedros formados por los círculos .que 
componen al tal triángulo, y la de dos ángulos rectos es 
ála de ocho ángulos rectos. 

Demostracion.Los tres círculos ACBL, CILK y MIFK, 
que forman el triángulo esférico CIM, reparten la su- 
perficie esférica en ocho triángulos, de los cuales los 
CKM y FIL son entre sí iguales, segun podemos con- 
yencernos de ello, con solo observar que los ángulos 
triedros OCKM y OFIL, á los que corresponden ($.288), 
tienen todas sus partes iguales *. 


%* La igualdad de las partes de estos ángulos triedros demuestra con 
bastante claridad la de las partes de los triángulos esféricos; pero, se- 
gun es muy fácil de ver, los lados de estos triángulos no se hallan re- 
unidos de un mismo modo, y no es posible de consiguiente aplicar al 
uno sobre el otro. Caballeri, 4 quien debemos la proposición anterior 
(Directorium generale uranometricum , Bononiae, 1632, Pg. 316) y 
los autores que le han seguido, han mirado la igualdad de los triángulos 
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En esta suposicion, si designamos por S 4 la superfi- 
cie de la esfera, y por D al ángulo recto, el area del 
huso ICKMI vendrá á tener por expresion á 


img. CIKM 
e 4D ($. preced.); 


y componiéndose este huso de los dos triángulos CIM, 
CKM, nos resultará que 


x 


cm AS. 
4D 


y siendo el area del huso MIFAM 
íns. IMAF 
gg IMAF, 
4D 


vendremos á tener: 


esféricos cuyos lados sean respectivamente iguales, cada uno 4 su COt= 
respondiente , como análoga 4 la de los triángulos rectilíneos , sin_ lla= 
marles la atencion que no es posible dar vuelta 4 la superficie esférica 
como 4 la plana; pero en el fondo esta dificultad es mas bien aparen- 
te que real, pues tenemos muchos medios de convencernos de la igual- 
dad de las areas de los triángulos de que se trata: y he aqui, para que 
no quede sobre esto la menor duda, una demostracion de ella. 

Si por los vértices de los ángulos de los triángulos propuestos se 
hace pasar un círculo, y' por su polo se tiran arcos de círculo máximo 
4 los ángulos de'los triángulos propuestos, estos arcos habrán de ser 
iguales (9. 293)3 y por este medio se formará sobre cada lado de los 
triángulos propuestos un triángulo esférico isósceles. Ahora bien, sien= 
do iguales las cuerdas de los lados de los triángulos esféricos propues- 
tos ($. 99), los círculos , de que acabamos de hablar, habrán asimismo 
de serlo ($. 119), y tendrán sus polos situados 4 unas mismas distan= 
cias de sus circunferencias. De consiguiente los tres triángulos esféricos 
isósceles del primero de los triángulos propuestos serán evidentemen- 
te iguales respectivamente 4 los tres del segundo, cada uno al suyo, y 
las “areas de los triíngulos propuestos habrán de estar formadas de la 
misma manera que la de los nuevos triángulos. 
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cio ros EA, 
y 4D 
y por último el huso CILBC, enya area se halla expre- 
ing. ICL 
sada por Sx A , hos dará 
msm 5448-1018 
4D 


Y si en lugar del triángulo CKM sostituimos 4 su 
igual FIL, y sumamos estas expresiones, observando que 
CIM + CIF + FIL -+MIL componen la mitad de la 
superficie esférica, situada por delante del plano ACBL, 
6 al hemisferio TACBL, nos resultará : 


S 
2CIM +2 S=5 (áng. CIKM+ áng. IMFA-=+ áng. 
ICLB.) E : 
Ahora bien: los tres ángulos diedros CIKM, IMFA, 
ICLB, son evidentemente los que entre sí forman los 
planos de los lados del triángulo esférico CIM; y-4 fin 
de abreviar, los designaré por una sola letra de su arista, 
cual es la que se halla en la interseccion de dos lados 
de cada triángulo ; por cuyo arbitsio los ángulos CIKM, 
IMFA, ICLB, vendrán respectivamente á ser los ángu= 
los X, M, C; y por consiguiente á 


2CIM +E sen (+ M + C); 


y quitando de ambos miembros 4 FS , nos resultará: 
S (IM +0) 

iaa 
TOMO TT. 872 KK 


¿CIM= ES. 
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Reduciendo en seguida á un mismo denominador to- 
dos los términos de esta expresion de aCIM, y tomando 
la mitad de ambos miembros del resultado , tendremos: 


CIM= 8D ; 


la cual nos dará: 


CIM:S:I-M=+=C-2D: 8D *. 
TEOREMA, 


302. Si por las extremidades de las porciones cor» 
respondientes de poligonos regulares inscritas y circuns- 
eritas en un mismo arco se tiran dos radios, se formarán 
dos sectores poligonales, que girando al rededor de uno 
de estos radios, engendrarán volúmenes , cuya diferencia 

odrá disminuirse cuanto se quiera , siempre: que se 

multiplique suficientemente el número de los: lados: de los 
polígonos. y 

Demostracion. En tirando los radios BO, CO, fig. 

Fig. 151. 151, Vemos que el cuerpo engendrado por la figura 

abcdO , girando al rededor del eje 20, se compone, de 

los engendrados por los triángulos 420, hcO, cdO.,. cuyo 

valor se debe determinar con. separacion. Bajo esta supo- 

sicion, si bajamos sobre la 20 la perpendicular be, echa- 

remos de ver que girando la cuerda ab y el radio Ob al 

rededor de 40, engendran dos conos, los cuales tienen 

ambos por base al círculo descrito por la perpendicular 

be. La suma de.sus volúmenes, ó el volúmen del cuerpo 


»* Los ángulos 1, M, C, son los mismos ángulos del triángulo es- 
férico. (Véase el Tratado elemental de Trigonometría, y de aplicacion 
del Algebra á la Geometría, cap» 11.) . 
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engendrado por el triángulo abO, se expresará de consi- 
siguiente por ¿aOxcírcul. be ($. 275). Esta expresion 
se trasforma en otra en que no se halla el círculo be, ob- 
servando que el area del cono engendrado por la cuerda 


ab tiene por expresion á Lab xcircunf. he ($. 271). Pe- 
ro tambien sabemos que 

círcul. he=3bex circun£. he ($. 187); 
de donde resulta que - 


Area del cono ab : círculo be :: Zah x circunferencia be : 

2he x circunferencia be; , 

Ó como 232 ab: de, 

dividiendo los dos términos de la segunda razon por Fcir- 

cunferencia be. Si ahora bajamos sobre la ab la perpendi- 

cularOh, y comparamos entre sí los triángulos abe y ahO, 

semejantes , porque ademas de ser ambos rectángulos tie- 

nen un ángulo comun en z, tendremos esta proporcion; 

ab: be:: 40 : Oh; 

en donde se nos presenta tambien la razon ab : be; y asi 
Area del cono ab ; círculo be :: 40 : Oh; 

y por consiguiente 


círculo be = La area del cono ab. 
40 

Por medio de esta expresion el volúmen del cuerpo en- 
gendrado por el triángulo 20, é igual á 240 x círculo 
be, vendrá 4 ser ¿Oh xarea del cono ab; de lo cual re- 
sulta que el volúmen de un cuerpo descrito por un tridn- 
gulo que gira al rededor de uno de sus lados, tiene por 
medida la tercia parte del area del cono engendrado por 
uno de sus otros dos lados, multiplicada por la perpendi- 
cular bajada sobre este lado desde su ángulo opuesto. 
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Con respecto al segundo triángulo 2cO, debemos pro- 
longar la bc hasta que encuentre á la 10; y en virtud de 
lo expuesto , siendo el volúmen del cuerpo engendrado 
por el triángulo c£O igual á 307 x<area del cono cf, mien- 
tras que el del cuerpo engendrado por el triángulo b10, 
es ¿Oíxarea del cono bt, la diferencia de estas expresio- 
nes, Ó la medida del cuerpo engendrado por el triángulo 


bcO será visiblemente igual 4 2 Oíxla diferencia entre la 


area del cono ct «y la del cono b£; diferencia que es jus- 
tamente el area del cono truncado descrito por el lado bc. 
Los mismos razonamientos harian ver asimismo que el 
volúmen del cuerpo engendrado por. el triángnlo cdO, 
tiene por medida á 207 x< area del cono truncado descrito 
por cd. Continuando del. mismo modo sucesivamente de 
uno en otro, y observando que las perpendiculares OZ, 
O7, Ol é<c. son todas iguales, llegaremos á ver que, sea 
cual fuere el número de los lados ab, bc, cd éic. , el yo- 
lúámen del cuerpo engendrado por el sector poligonal 
abcdO tendrá por medida 4 307x la suma de las arcas 
descritas por los lados ab, bc, cd €xc.; suma que no es 
otra cosa que el area descrita por la porcion de polígo- 
no abcd. y 

Aplicando este resultado al sector poligonal circuns- 
crito ABCDO, hallaremos que el volúmen del cuerpo 


que este engendra es igual á ¿OL x area descrita' “por 


la porcion de polígono ABCD: y estando: ya demos- 
trado ($. 295) que las areas descritas por las porciones 
correspondientes de polígonos regulares inscritos y cir- 
cunscritos pueden aproximarse cuanto se quiera, mien- 
tras que la diferencia de las apotemas OL y .O/ dismian- 
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ye sin.cesar resultará evidentemente que los volúmenes 
engendrados por el sector poligonal inscrito, y por el sec 
tor poligonal circunscrito correspondientes , se encaminan 
asimismo sin cesar 4 la igualdad, y pueden aproximarse, 
á ella cuanto queramos. 

303. . Corolario. Bien se ve que el cuerpo: descrito 
por el sector circular LAO, y, al cual llamamos sector 
esférico, es menor que el cuerpo descrito por el sector 
poligonal circunscrito, y mayor que el descrito por el 
sector poligonal inscrito: es, pues, consiguente al teore- 
ma anterior que la diferencia entre el primer cuerpo y el 
de cualquiera de los otros dos puede llegar á ser tan pe- 

neña como se quiera , multiplicando cuanto sea necesas 
rio 4 los lados de los polígonos, 


"TEOREMA. 


304. El volúmen de un sector esférico es ignal al 
area del casquete, sobre el cual se apoya, multiplicada 
por la tercia parte del radios ó lo que viene a ser lo 
mismo, á ¿5K, designando al area por S,y al: radio 
por R. 
“Demostracion. Si por P representamos al area des» 
crita por la porcion de polígono circunscrito ABCD, el 
volúmen del cuerpo engendrado por el sector poligonal 


ABCDO, será P x 10L, ó 3PR ($. 302); y designán- 


do por X 4 la verdadera medida del volúmen del. sector 
esférico, tendremos las tres cantidades ¿PR , ¿SR , y X, 
que se hallan en las mismas circunstancias que las del $. 
186, y de esto inferiremos que necesariamente X=¿SR. 
Es evidente que por medio de este resultado venimos 
A 
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en conocimiento del sector esférico , pues que su area S 
representa la del casquete descrito por el arco ad. 

305. 1. Corolario. Des esto se sigue que el volú- 
men de la esfera es igual 4: su area multiplicada por la 
tercia parte del radio; pues que si tomamos en Ingar del 
árco ad la cuarta parte de la circunferencia, ó 4 am, el 
sector esférico vendrá á ser igual á la semiesfera, porque 
el radio mO, perpendicular á 20, describirá un plano 
que dividirá á la esfera en dos partes iguales; y tendremos 


como mitad ó como hemisferio superior 4 ¿Sx3m0 , re- 
presentando por S el area de la esfera entera; y reunien- 


do las dos mitades, el total Sx2m0 vendrá á ser el yo=" 
lúmen de la esfera. 

Siendo el area de la esfera cuádrupla de la de uno de 
sus círculos máximos, ó equivaliendo á la de cuatro cír= 
culos, su volúmen vendrá á ser £ Rxcírculo, ó 2 Dxcír- 
culo; es decir, que el volúmen de la esfera es igual al 
area de su círculo máximo , multiplicada por las dos ter= 
cias partes de su diámetro. 

306. 2. Corolario. Siempre que nos propongamos 
determinar el volúmen engendrado por un sector 40m, 
mayor que el cuadrante de círculo, quitaremos de la es- 
fera entera al sector engendrado por Op, y equivale 


(ET > . 
4 1 m0 x area del casquete descrito por el arco mp; y la 


diferencia vendrá á ser 2m0 multiplicada por la diferencia 
entre el area entera de la esfera, y la del casquete descri- 
to por xp; diferencia que no es Otra cosa sino el area des- 
crita por el arco amn, ó la del casquete que sirve de ba- 
se al sector propuesto, 

307. 3. Corolario. El volúmen de la porcion de 
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esfera engendrada por el semisegmento circular 4Ldg, y 

al cual llamamos segmento esférico, se puede determinar 

uitando del sector esférico descrito por el sector circular 
aLdO el del cono descrito por el triángulo dg0. 

Por lo que respecta al volúmen comprendido entre 
la zona engendrada por el arco dLc y los planos descritos 
por las perpendiculares dy y ef, se obtendrá quitando el 
segmento esférico descrito por el semisegmento circular 
auf, del que se describe por adg. 


Comparacion de los cuerpos redondos. 


308. Los cuerpos redondos semejantes son los que 
resultan engendrados por figuras semejantes, tales como 
son los conos SADB y SA'D'B', fig. 141, engendrados 
por los triángulos semejantes ACS, AOS. 

Del $. 267 se sigue que los lados, las. alturas y las 
circunferencias de las bases de los conos semejantes son 
proporcionales; y que asimismo las areas de sus bases son 
entre sí como los cuadrados de sus líneas homólogas. 

Los cilindros ADBAD'B' y adba'dV”, fig. 145, 
engendrados por los rectángulos semejantes ACC'A', accla, 
son tambien semejantes; y. la semejanza de estas figuras 
nos dará igualmente las razones iguales. 

AA! : ad :: AC: a0 :: circunf.. AC : circonf ac, 


2, NN ro) 2 F 
AAC: ad ::AC : ac ::circ. AC: círc. ac. 


Por último, siendo figuras semejantes los círculos, ha- 
brán tambien de ser las esferas cuerpos. semejantes. 


TEOREMA. 


309. Las areas de los conos semejantes som entre sí 


Fig. 141. 


Fig. 145» 
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como los cuadrados de sus lados; y sus volúmenes como 
los cubos de los mismos lados. 
Demostracion. 1.2 Si se multiplican ordenadamente 
las dos proporciones que siguen, 
circunf, AG : circunf, AC 5: AS: A'S, fig. 141, 


IAS: ZASS:: AS: AS; ; 
nos resultará IAS x circunf. AC: IAS xcircunf, AO! 2: 


AS: AS; 
proporcion cuyos dos primeros términos expresan las 
areas de los conos SADB y SA'D'B' ($. 271). 

2.2 Si multiplicamos ordenadamente los términos de 
las dos proporciones que siguen, 


cítcul. AG : círcul. A/C/:: AS: AS”, 
05 :30'S:: AS: A'S; 


tendremos estotra : 
¿OS x círcul. AC: 2C/Sx círcul. A/C! 3: AS? : a, 


proporcion cuyos dos primeros términos expresan la razon 
de los volúmenes de los conos propuestos SADB,SA'D'B' 
($. 275). 


TEOREMA, 


310. Las arcas de dos cilindros semejantes son en- 
tro sí como los cuadrados de sus lados homólogos, y sus 
volúmenes lo son como los cubos de los mismos lados. 

Demostracion. 1.2 Siempre que multipliquemos or- 
denadamente los términos de estas dos proporciones: 
circunf, AG : circunf. 25 :: AA: ga! ($. 308) fig. 145, 

AMA cad: AL; ay 
nos habrá forzosamente de resultar; 
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AN x circunf. AC:2d <circunf. aci: AA” : ad; 
proporcion cuyos primeros términos expresan la razon que 
tienen entre sí los cilindros propuestos ($. 280). 

2. Y en caso que multipliquemos ordenadamente 
los términos de estas dos proporciones, cada uno por su 
correspondiente , 


círcul. AC: círcul. ac :: AGS: da ($. 308); 
AN: aa! :: AA”: aa!, 
nos habrá de resultar como producto 
AA'xcírcul. AG: ag x círcul. ac :: AR”: ad 
proporcion cuyos dos primeros términos representan los 
volúmenes de los cilindros propuestos ($. 283). 


TEOREMA. 


311. Las areas de dos esferas son entre sí como los 
cuadrados de sus radios ó de sus diámetros ; y los volí- 
menes son entre sí como los cubos de aquellas mismas 
líneas. 

Demostración. Sean R y R' los respectivos radios de 
las esferas propuestas; D y D' sus diámetros; S y S/ sus 
areas; C y C! las circunferencias de sus círculos máxi- 
mos: y con esto tendremos 1.? 

CS: Cl: DD; 
y multiplicando esta proporcion por estotra evidente, 

DEDETFDE DE 
tendremos: 

CD: C'D':: D*: D”. 

Ahora bien, los representados productos CD y C'D' 
designan las areas de las esferas ($. 298): por consi- 
guiente 

“TOMO III, LL 
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ze I50» 


> QU A 2. . 2 A 
5 :S 1 D*:DP:: 4R o: ¿RAR RS, 
poniendo la atencion que D=2R, y D'=2R, 
2." Y si multiplicamos ordenadamente los términos 
de estas siguientes proporciones, 


S:S:R Re 
Rio R GRE 


nos resultará estotra : 
¿RS : RS o R3:RAG 
proporcion cuyos dos primeros términos representan los 
volúmenes de las esferas propuestas ($. 305); y asi como 
tenemos R3:R%:: D? : D*, tendremos asimismo 
RSS Dil: DE 

312. Observacion. Por lo comun se compara la es- 
fera con el cilindro circunscrito; es decir, con el cilindro 
FGGF, fig. 150, cuyas bases son iguales 4 un círculo 
máximo de la esfera OCC”, y cuya altura EF” es igual á 
un diámetro de la misma esfera. Equivaliendo el area del 
tal cilindro al producto EEx circunferencia FC ($. 280), 
viene á ser igual á la de la esfera ($. 298 ); pues que 
FF'"=CC, y circunferencia EC = circunferencia CO. 

El volúmen del mismo cilindro, representado por 

FF'x círculo FC ($. 283), si lo comparamos con 
el de la esfera, nos resultará medido este por ¿CC*' 
x círculo OC ($. 305), y que de consiguiente no equi- 
vale á mas que á dos tercias partes del volúmen del ci- 
líndro, 
313. Corolario. En todo cuanto precede no he cóm- 
prendido otras proposiciones que las absolutamente necesa- 
rias para la medicion de las areas y los volúmenes; y los 
lectores. que deseen tomar conocimiento de la teoría, de las 
intersecciones de los planos y de las superficies curvas que 


A 
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abraza el complemento de los Elementos de Geometría, 
mirados en toda su extension, podrán recurrir á los En- 
sayos de Geometría respectivos los planos y superficies 
curvas, Ó Elementos de Geometría descriptiva. 

Por lo que toca á los cuerpos regulares 6 poliedros 
terminados por polígonos regulares iguales, que forman 
ángulos diedros iguales, se hallan tratados con mucha de- 
tencion en la Geometría de Mr. Legendre. Yo, por mi 
parte, pienso reducirme 4 poner en claro que no puede 
pasar de cinco el número de tales cuerpos, y que no es 
posible formarlos sino por medio de triángulos equiláteros, 
ó de cuadrados, ó de pentágonos. Esto se deja ver con 
claridad , observando que debiendo la suma de los ángulos 
planos que componen un ángulo poliedro ser menor que 
la de cuatro rectos ($. 226), no es posible, ni aun con tres 
solos exágonos, formar un ángulo triedro, porque en tal 
caso la suma de los tres ángulos planos equivaldria 4 la 
de cuatro rectos ($. 82): y con mucha mayor: razon no 
podemos para este objeto hacer uso de mayor número que 
el de tres exágonos ú otros cualesquiera polígonos de un 
mayor número de lados. De esto se sigue que podemos 
reunir tres, cuatro ó cinco triángulos equiláteros para for- 
mar cada uno de los ángulos poliedros, y solamente tres 
cuadrados Ó tres pentágonos; y asi completamos los cinco 
cuerpos. E : 

El que tiene los ángulos triedros, y triangulares las 
fachadas, es el tetraedro regular, formado por cuatro tri- 
ángulos equiláteros, fig. 152. 

El octaedro regular tiene sus ángulos tetraedros , y es- 
tá formado por ocho triángulos equiláteros, fig. 153- 
El ¿cosaédro tiene sus ángulos pentaedros, y €s- 


tá formado por veinte triángulos equiláteros, fig. 154. Fig. 15 
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El exaedro Ó cubo tiene sus ángulos triedros, y está 
Fig. 155. formado por seis cuadrados iguales, fig. 155, 
El dodecaedro tiene asimismo sus ángulos triedros, y 
E ig. 156. está formado por doce pentágonos, fig. 1 56. 
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